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1. Ecuaciones diferenciales ordinarias (introduccion)

Definiciéon 1. Una ecuacion diferencial es una ecuacion en la que aparecen una funciéon (variable depen-
diente) de una variable (variable independiente) y sus derivadas.

Buscamos soluciones de dicha ecuacién que cumplan algunas condiciones adicionales.

1.1. Notacion
1.1.1. Notacién de Lagrange

Una funcién se representa como y = y (z) y la derivada es y' (x).

1.1.2. Notacion de Newton

Una funcioén se representa como x = x (t) y la derivada es & (t). Nosotros vamos a usar la notacion de
Newton.

1.2. Ecuacion diferencial genérica

Sera de la forma:

cp(t,x,i,i,...,$(")) =0

que se dice que tiene orden n.
Se dice que una z = g (t) definida en un intervalo I C R que cumple:

dg d%g d"g B
<p<t,g(t),dt(t),dt2(t),...,dtn(t) =0Vtel

es una solucion de la ecuaciéon diferencial. Por tanto:

Observacion 1. Una funciéon cuyo dominio no es un intervalo nunca sera soluciéon de una ecuacion diferen-
cial.

Ejemplo 1. Tenemos un muelle:

/

e

/

d*x

Segtn la ley de Hooke, F' = —kx. Por otra parte, segin la segunda ley de Newton: F' = m%3.



Asi llegamos a la ecuacion diferencial:

mz+ kxr =0
que es una ecuaciéon de orden dos.

Una solucién es z = cos (wt) donde w = \/%. Veamos que efectivamente es solucion:
& = —wsin (wt)

i = —w? cos (wt)

mi + kx = —mw? cos (wt) + k cos (wt) = (k — mwz) cos (wt) =0-cos(wt) =0Vt € R

2. Ecuaciones lineales con coeficientes constantes

2.1. Ecuaciones de primer orden

Una ecuacién lineal de orden uno es una ecuacion de la forma:

t=a(t)z+b(t)

donde a y b son funciones definidas en un intervalo. Si a es constante, entonces la ecuacién se dice de
coeficientes constantes:

T=ar+b(t)

donde o € R. Si b(t) = 0 V¢, la ecuacion se dice homogénea.

2.1.1. Solucién de la ecuaciéon homogénea

T =aax
Una solucién es:
r = e
Comprobamos:
&= ae™
ar = ae™
Vvt € R.

Ambas expresiones son equivalentes, luego e es solucion.
También hay otras soluciones como x = 0 o x = Ae®’.

s Siz=0,2=0=axr=0VteR

» Six = Ae*, & = Aae*. Por otra parte: ax = aAe®. Ambas expresiones son iguales, luego es
solucion.



Ejemplo 2 (ley del enfriamiento). Tenemos una bola a una temperatura 7' en una zona a temperatura
ambiente Ty:

donde %L = —k (T - T,).
Definimos z := T — T,. Asi, nuestra ecuacion diferencial queda:

dr dT B

Por tanto, la solucién es:
z(t) = Ae M
Asi que (despejando T (t)):
T (t) =T, + Ae”*

Conocemos (hemos medido) la condicién inicial:

T(0) =Ty

Calculemos T'(0) de otro modo y hallemos el valor de A:

T(O):TQ+A:T0<:>A:TQ—TG

De manera que la solucién final es:

T(t) =Ty + (To — T,) e "

Normalmente resolveremos problemas de valor inicial:

{ €z é; z96330



En este caso, una solucion es una funcion z = g (¢) con dominio I C R tal que:

{ 9 (t) = ag (t)
g (to) = o

2.1.2. Problema de valor inicial

o T=azr ‘ L . _
Teorema 1. El problema de valor inicial { 2 (to) = tiene una dnica solucion x = xoe®t=) con
0) = Zo
teR.
Demostracion.

= Comprobamos que es solucién:
Es solucién de la ecuacion diferencial:
i = zoae®t10) = qpoet=to) — oy
y satisface la condicién inicial:

0

z (tg) = moe®0~t0) = 24 = 24 - 1 = g

s Unicidad:

Sea y () una solucion. Considero la funcion z (t) = e~*(=%0)y (¢). Entonces:

%2 (1) = —ae 0y (1) ettt () MO gm0y (1) 4 ooty (1) = 0

vt € R. Por tanto, z es una funciéon constante z (t) = ¢ vVt € R. Evaluando en t = tg, se obtiene:

¢ =2 (ty) = e—a(to—to)y (to) =y (to) = xo

Ahora despejamos y (t) de:

2 () = o = =010y (1)

obteniendo:

y(t) = zoet—to)

es decir, y (t) es la solucién que ya tenia.

O]

Observacion 2. Puede verse que a partir de una ecuaciéon «complicada», hemos obtenido una sencilla 2 = 0.
Haremos esto muchas veces.

Ejercicio 1. Hallar la solucion de:



Solucién 1.
z (t) = 2¢3¢D
2.1.3. Solucién de la ecuacion no homogénea
{mzax+uﬁ
x (to) = o
Caso a = 0:
{ T =b(t)
xT (to) = X0

En este caso la solucion es (por el Teorema Fundamental del Calculo):

:E(t):l'oJr/tb(T)dT

to
Caso homogéneo b = (0: Ya sabemos que la solucion es:

x (t) = zoet—t0)

Caso general:

Teorema 2. Sea b: I C R — R una funcion continua, con I intervalo. Sea tg € I. El problema de valor
micial:

{izax+b@
x (to) = o
tiene una unica solucion definida en el intervalo I dada por:
t
x(t) = et=to) g + / =)y (r)dr
to
Demostracion. Partimos de:
{i:ax+uw
z (to) = o
Pasando términos al otro lado, obtenemos:
T —ax =b(t)

Ahora, definimos una funcion z (t) de la siguiente forma:

2(t) = e 0 (1) &

&z (t) = 1) 2 (1)

A continuacion, derivamos z (t):



i = aea(t—to) 2z 4 ea(t—to)z
——
axr

Luego:
b(t) =& —ax = ae®tto) 5 4 galt=to) s _ pealt=to) ; —

— ea(t—to)z':

Por otra parte:

2 (to) = e *to=00) g (t0) = z (to) = xo

Por tanto, hemos llegado al problema de valor inicial:

{73 = e~(t=10)p (1)
z (to) = o

y este problema ya lo sabemos resolver: es el caso o = 0. Luego:

t
2 (t) =20 + / ey (1) dr

to
Ahora, volvemos a la expresion que teniamos para z (t):

z(t) = (1) 5 (1) =

t
_ ealt—to) +6a(t—t0)/ e~aT=t0)} (1) dr

to

Como e*(*=%) no depende de 7, podemos meterlo en la integral:

t
T (t) — ea(tfto)xo +/ ea(tfto)efa(Tfto)b(T) dr —

to

t
= et—t0) g 4 / =)y (1)dr

to

T=3x+t
z(l)=5
Solucion 2. En este caso, b(t) =t con t € R.
Hallamos cada sumando de la solucién por separado:

Ejercicio 2. {

ea(tfto)xo — 563(t71)

g I O YO S TR L S R O, 1
e b(r)dr=|[ e Tdr =e e TdT—§(46 —1) —gt

to 1 1
Asi:

1 1
_ = 3(t=1) 4 = 3(t—1) -
x (t) = be + 5 (46 1) 3t

10



Observacion 3. La solucion se puede escribir: z (t) = zy, (t)+z) (t) donde xp, (t) es la solucion de la ecuacion

(i

mientras que z, (t) es la solucion de la ecuaciéon completa con condiciones iniciales nulas:

homogénea con condiciones iniciales dadas:

T =oax+b(t)
z(0)=0
2.1.4. Ecuaciones complejas

Ahora, vamos a estudiar qué ocurre si las funciones x y b son complejas, pero de variable real.

T =ax+b(t)
donde z,b: I CR—>C, a€C, teR.

Recordatorio:

i t(atiw) _ i at . _ . t(a+iw)
e = e (cos (wt) 4+ isin (wt)) = (e +iw) e

La solucion tnica es:

t
z(t) = e(t=t0) g0 4 / ety (r)dr

to

T=1x+1

Ejercicio 3. { 2(0) =2

Solucién 3. '
xp (t) = 2"

t 1
xp (t) = / et dr = eit/ e Tdr = eiti, [e_”]é = et (e_it -1)=i(1- eit)
0 0

—1

De esta forma:
z(t) =ap(t) +ap (1) = 2" +i (1 —e") = (2—10)e" +i

2.2. Ecuaciones de segundo orden

Son de la forma:

i+ azr+ Br = f (1)
Hay dos tipos:
= Caso homogéneo f = 0.

= Caso no homogéneo f # 0.

11



2.3. Ecuaciones de segundo orden: solucién de la ecuacién homogénea

T+at+pxr=0

Las siguientes funciones son soluciones: z = e, Asin (wt), B cos (wt), 0.

r=ce
& = se®
i = 82€St
Llegamos a:
&+ ad + Bz = as?eSase’ + Best = (ozs2 +as+B)e =0Vt &
sP4+as+4=0
Ejemplo 3.

T+3r+2r=0

Sabemos que la solucién es del estilo 2 = e, También sabemos que la s es la solucién de:

$?24+354+2=0

Las soluciones son s = —2 y s = —1. Luego las soluciones del ejercicio son:

. e—Qt
eft

Puedo multiplicar las soluciones por cualquier constante y siguen siendo solucion.
Evidentemente si s = A\; y s = A2 son soluciones de la ecuacion caracteristica, entonces:

x(t) =Mt ag (1) = et

asi como cualquier combinacion lineal de ellas. En efecto si 1 (t) y x2 (t) son soluciones, entonces
x = Axq1 + Bxo con A, B constantes es solucion:

T = Az + By
T = Ail + Bio
T+ oaxr + B.’L‘ = Ail + Bis + OzAi'l + aBxy + ﬁAl‘l + BBI'Q =

= A (i1 + oy + Ba1) +B (§2 + ado + Brg)

=0 =0

No podemos probarlo ahora, pero todas las soluciones son de la forma:

z (t) = AeMt + B!

12



Ejercicio 4. Hallar las soluciones de:
T+3c+2x =0
z(0)=1
£(0)=0

Solucién 4. Tenemos el polinomio caracteristico:

24+3s+2=(s+2)(s+1)
z(t) = Ae™? + Be™*

i =—24e¢ % — Be!

Llegamos al sistema de ecuaciones:
Asi que la solucion tnica es:

2.3.1. Raices complejas

Ejercicio 5. Resolver el problema de valor inicial:

T+2r+2r=0
z(0)=1
#(0) = —1

Solucién 5. Lo resolvemos:

p(s)=s+2s+2=(s+1) > +1eA=—-14i

2 (t) = AeT1Ht 4 Be(=1-0t

i (t) = (=1+1) Ae(1H0t (=1 —4) Bel—1-t

De muevo llegamos a un sistema de ecuaciones lineales:

l=z(0)=A+B o
{—1:53(0):(—1+Z’)A+(_1_i)3:>A_B_

1 ‘ 1 .
x (t) _ §€(fl+z)t + 56(flfz)t

Aplicando el teorema de Euler e?t® = ¢ (cosb + isinb):

_1 _t . . . . _ _t
x(t)—ie [cost +isint + cost —isint] = e ' cost

13



Observacion 4 (Raices complejas). Si la ecuacion es real, las soluciones deben ser reales. La solucion debe
ser del estilo:

z(t) = AeM + Be

donde A y X son las soluciones de la ecuacion caracteristica.
T (t) = AeM + BeM

B=A

xz(t)esreal &z (t) =T (1) & {A:B

z(t) = AeM + AeM = 2Re (Aekt>

AeM (a + ib) e T = ¢ (coswt + i sinwt) (a + ib) =

I <”

A=a+1ib
A= o+ iw

at(

= e (acoswt — bsinwt) +i ()

En definitiva, la solucién general de & + o + Sz = 0 cuando A = & 4 iw son las raices de la ecuacién
caracteristica, se puede escribir:

z (t) = e (acos (wt) + bsin (wt))
con a,b € R.

Volvemos al ejemplo:

x(t) =e " (acost + bsint)

@ (t) =e " (acost + bsint) +e ' (—asint + bcost)

Llegamos al sistema de ecuaciones:

=z (t) = e "cost
2.3.2. Caso en el que haya raices dobles
T—2t+x=0

2 -254+1=0&(s—1)2=0=>A=1

La solucion es del estilo:

z(t) = Ae

14



Imaginemos que tenemos las condiciones iniciales:

{x(O)zle
#(0)=0=A

No hay solucién de la forma anterior, falta otra solucion.

Si p(s) = s? +as+ B tiene una rafz doble s = \. Se cumple (p (A) = 0,p’ (A) = 0). Tenemos soluciones

de la forma Ae y necesitamos mas soluciones. Buscamos soluciones de la forma x (t) = e*z (t) con z una

funcién a determinar.

&= XMz + Mz
i = MMz 4 20eM s 4 M
0=pA)=A+a\+7
0=p (\) =22+«
Asi Vit € R:

0=&+ai+pfz=e"[F+2\ i+ az+ N2+ adz+B2] =

=eM[E+ A+ )i+ (P +ar+8)z] =0

sit+ |2 +a |24+ | N+ +8|z=0<

z=0
En definitiva, 2 = e*z es solucion si y solo si # = 0, es decir, si y solo si z = A + Bt (un polinomio de

grado uno). Por lo tanto, la solucién general es:

z(t) = eM (A + Bt)

T—-2r+x=0
Ejercicio 6. z(0)=1
#(0) =0

Soluciéon 6. A =1 es doble. Luego la soluciéon es de la forma:

z(t) =e' (A+ Bt)

i(t)=¢e" (A+ Bt)+¢'B

Llegamos al sistema de ecuaciones:

15



La solucion final es:

2.3.3. Resumen

Conclusion 1. Para hallar la solucién general de & + ai + Bx = 0 resuelvo la ecuaciéon caracteristica
p(s)=s>+as+p=0.
Si tiene dos raices distintas A1 y As, la solucion general es:

z(t) = AeM! + Bet?t

con A, B constantes (reales si las raices son reales, complejos si las raices son complejas).
Si tiene una raiz doble s = A la soluciéon general es:

z(t) = (A+ Bt)eM
Si las raices son complejas A = a + iw con w # 0 se puede poner la expresion alternativa:

z (t) = e (Acoswt + Bsinwt)
2.4. Ecuaciones de segundo orden: soluciéon de la ecuacién no homogénea

&+ at+ Pr=f(t)
x (to) = o
& (to) = vo
donde f: I C R — R donde I es un intervalo con ¢y € I. Vamos a hacer algo similar al caso de primer
orden.

Teorema 3. El problema de valor inicial anterior tiene una unica solucion definida en I que se puede
escribir en la forma: x (t) = xp, (t) + zp (t) donde:

xp, es la solucion de la ecuacion homogénea con las condiciones iniciales dadas.

xp tiene la siguiente expresion:

¢
5 (® = [ (t=7)f(r)dr
to
donde v es la solucion de la ecuacion homogénea con condiciones iniciales x (0) =0 y & (0) = 1.
Demostracion. La veremos méas adelante en el caso general. O

Observacion 5. La funcion v que aparece en el teorema se llama funcion de Green por el problema de
Cauchy (o de valor inicial).

TH+204+x=2¢
Ejercicio 7. z(l)=3
z(l)=1
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Solucién 7. Primero, resolvemos la ecuacién homogénea con las condiciones iniciales dadas:

T+2e4+x=0
z(l)=3
z(l)=1

2+25+1=0< A= —1 doble
zy (t) = (A+ Bt)e™*

Iy (t) = (B — A — Bt) et
Resolvemos el sistema:

. _ o1 e — =4e
{1 j ;h (’i)(lz) (B(ilzf)B) e 1 A {3 e :A—ZB < {fz fe = an () = (4 1™

Segundo, hallamos +, solucién de:

T+2c+2x=0
z(1)=0
z(l)=1

v (t) = (A+ Bt)e*

Tenemos el sistema:

Tercero, hacemos la integral:
t
xp () = / (t—r7) e Mordr ="t 4t —2
1
La solucién es:
z(t)=axp () +ap(t) =4t — et el 4t -2

Ejemplo 4 (Muelle 1). Tenemos las ecuaciones:

mi = —kx
x (0) = xg
% (0) = vg
Reescribimos:
T+ %x =0
x (0) =z
T (0) = V0

La ecuacién caracteristica es:

17



k
s+ —=0&s==i
m

&=

Solucion:

z (t) = Ae™' + Ae ™" = C cos (wt) + Dsin (wt)
donde A € Cy C, D € R. Ahora s6lo queda cuadrar las posiciones iniciales:

xg=2x2(0)=C - C =z
vo=12(0) =wD D=2%

w

Luego, la solucion es:

z () = 20 cos (wt) + 2 sin (wt)
w

Ejemplo 5 (Muelle 2). Imaginemos las ecuaciones:

mi = —kx + F (t) it by = L0
x (0) =z & 7 (0) = 2
x(O) = Vo .%'(O)Z'Uo

Hallamos la funcion de Green:

De esta forma:

xp (t) = /0 sin [w (t — 7)] F(r) dr

m

3. Sistemas lineales homogéneos con coeficientes constantes

Son de la forma:

1 = a1 + a12T2 + ... a1y + b1 (t)
To = ag1x1 + agrs + - - - + a2p Ty + by (1)

Tp = Ap1T1 + ap2x2 + - - + ATy + by (t)

Claro, esta, podemos expresar el sistema vectorialmente:

X:(xlw"?xn)
X = (&1,...,%n)

X =AX +b(t)

18



(AR A1n b2 (t)
donde A=| ¢ .. 1 |yb(t)=

anl --- Qpn )
! bs (t)

3.1. Obtenciéon de soluciones

= Sib=0, el el sistema es homogéneo.

» Condiciones iniciales:
z1 (to) = 10
x2 (o) = 20

Tn (tO) = Tn,0
es decir:

X (to) = Xo =

Tn,0
Probemos con la funcién: X (t) = e%'v con v # 0 (si v = 0 tengo X (¢) = 0, que siempre es solucion).

X (t) = se®tv

De manera que:

AX (t) = A (e*™v) = e Av

X (t)— AX (t) = se®'v — et Av = e [su — Av] = 0Vt € R
Como et # 0, X (t) = e*'v es solucion y solo si Av = sv, es decir v es un vector propio de A con valor

propio s.

Ejemplo 6.
T =2xr — 3y
{ y=x—2y
T\ (2 =3\ [z
6)-G 20
A

s—2 3
-1 s+2

A—l]IQ: (1 :g) = V] = (:f)

p(s) =det(sly — A) =

‘—32—1@3—1,—1

Cuando s = 1:

Cuando s = —1:
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De esta forma, la solucion es:
z(t)) _ 3 (—1y (1
vt~ Aelt 1 + Be 1

Si, ademéas impongo x (0) =4 y y (0) = 2, obtengo:

()=o) =2 () (1) = (525

Ay B son las componentes de X (0) en la base propia vy, vy. De esta forma:

z(t)\ (3 1\ (3t —et
<y(t)> - <1 e ly) T et gt
Observacion 6. Si la matriz A es diagonalizable (podemos encontrar una base de vectores propios), tomo
una base de vectores propios de A {v1,...,v,} v expresamos X (0) en dicha base:

X (O) =& +&u, VE€ C
y entonces la solucion de X = AX, X (0) = Xj es:

X (t) = &My + -+ Gettuy,
donde A1, ..., A, son los correspondientes valores propios.

Ejemplo 7.
{a‘c =z+y
y=y

()6 1))

A*S]IQ: (8 (1)>:>111: (é)

det (sly — A) =

‘ (s —1)* & s =1 doble

La solucién es:
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3.1.1. Obtencion de una solucién adicional

Consideremos:

X () = e (v + tw)
X (t) = se (v + tw) + ew
AX (t) = e (Av + tAw)

X (t)— AX = e [su + stw +w — Av — tAw] = 0Vt € R

La exponencial no puede ser cero, luego:

sw—Aw =0 [A—sl,Jw=0
sv—Av+w=0 [A—sl,Jv=w

De esta forma:
X (t) =e [v+t(A-sl,)v]
Fijémonos en:
(A—sL)*v=(A-sl,)(A—sl,) = (A—sL,)w=0
Por tanto, la condicién que debe cumplir el v es:
(A—sL,)*v=0

lo cual significa que v es un vector propio generalizado.

Volvemos al ejemplo anterior:

(A—1L)%v =0
=0

1
Luego, nos vale un v cualquiera. Escogemos v; = ( 0) y g = (2), obteniendo:

[t ()]0
s [ e 9] ()] )

Tengo dos soluciones, lueog una combinacién lineal de ellas también es solucién:

X (1) = Ae! (é) + Bet G)

Ahora, si imponemos x (0) =0y y(0) = 1, ya podemos hallar una solucion:
0\ [(z(0)\ _ 1 0 A=0
(1) =Go) =2() () = {525
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Luego:

3.2. Vectores propios generalizados

Definiciéon 2. Sea A una matriz cuadrada de dimension n (real o compleja). Un vector no nulo v € C"
es un vector propio generalizado si existe un escalar A € C y un entero no negativo k € N tal que:

(A=) v =0
Observacion 7.
= Obviamente si k = 1, v serd un vector propio.

= Si v es un vector propio generalizado asociado a A\ € C, entonces la ecuacion (A — )\]In)k v = 0 tiene
al menos una solucion no nula. Asi det [(A - )\]In)k} = [det (A — ALL,)]" = 0; es decir [pa (V)] =0 <
pa(A) =0.

Notacion:

= V4 (A) es el subespacio propio de A asociado al valor propio A.
N——
=ker(A—Ml,)

» Ea(N) = {v e C"Fk e Nt.q. (A— /\Hn)kv = 0} que es el conjunto de vectores propios generali-

zados asociados a A junto con el vector nulo. En particular, si A no es propio F4 (A) = {0}. Otro
nombre para este conjunto es «componentes primarios de un endomorfismo».

Teorema 4 (Descomposicion primaria). Sean A1,..., A, los valores propios distintos de la matriz A €
C") y sean my, ..., m, sus respectivas multiplicidades algebraicas. Es decir, el polinomio caracteristico
es:

p(s)=(s=X)™ - (s=X2)"™...(s=\)""

Los subespacios propios generalizados de A son iguales a E4 ()\;) = ker [(A — \,)™], son A-invariantes,
y su dimension es dim E4 (\;) = m; y se tiene la descomposicion:

C'"=Es(M)® - ®Eas(\)
En particular, existen bases de C™ formadas por vectores propios generalizados.

Proposicion 1. Si A es un valor propio de A con multiplicidad algebraica m y v € E4 (X), entonces la
funcion:

t2 tmfl
_ At _ v _ 2 . A _ m—1
X@t)=e"|v+t(A )\]In)v+2! (A= AL,)" + -+ (m—l)!(A AL)™ v
—Z(t)

es solucion de la ecuacion diferencial X = AX. Ademds X (0) = v.
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Demostracion.

X{t)y=eMZ@{t) X ()= eMZ(t)+eMZ(t)
X(t)—AX =M [NZ () +Z(t) - AZ (t)]

X)) —AX =0 (M) +Z(t)—AZ(t) =0 Z(t) = (A=A, Z(t)

2 tm—2

/ t
Z(t) = (A=) v+t (A= A" v+ o (A= M) o+ + (A= XL

(m—2)

Por otra parte:

2 m—2 m—1

(A= M) Z (£) = (A = L) bt (A = Mo vt (A= M) o gyt (A A o (4= M)
De forma que:
. gm—1
Zt)—(A=M,)Z(t) = m (A= AL,)"v=0
Ademés:
X0)=1v+0+---4+0]v
O]
Si Aq, ..., A son valores propios distintos de A, entonces se puede encontrar una base formada por vectores

propios generalizados {vi,...v,}. Para cada uno de ellos tengo la solucién que indica la proposicion
anterior.

2 tmfl

t
VEEA(N) — V() =eM v+t(A—Aﬂn)u+5(A_Mn)2v+...+W(A_mn)m—lv

Dadas las condiciones iniciales X (0) = Xy, lo descompongo en dicha base:

Xo =&v1 +&ua+ -+ Entn
y asi la solucion de X = AX, X (0) = X es:

X(t)=&Vi(t)+&Va(t) +...6.Va(t)
En el caso t = 0:
X(0)=&V1(0) 4+ +&Vn (0) = &v1 + - + &nvn = Xo
2
Ejercicio 8. X = AX con A =

o O

S O N =
SN ==
— o O =
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Solucién 8.

Operamos:

-1

0

-1

|

— o O O

o O O — = - O

o O O — — O O

o O O — O O O
I I
no\\.v) =
= =
N _
_ <
N—

=

Los vectores propios generalizados que obtenemos son:

100_

Vg4 =

o O H O

— o O O

— o O O
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Vi(t) = elvg = e

O O =

Solucién general:

X (t) = C1Vi (t) + CoVa (t) + C3V3 (1) + CaVi (1)
Si ademas queremos que X (0) = (—1,1,0,1):

-1 1 0 0 1

1 0 1 0 0

o [T o] T & o] P& 1| T o
1 =0 \o =1 \o =0 \0 =1 \_1

Por tanto:
X(J:UQ—U4

t 1 te?t — et

2t

xW=wn@m-vie=&| |- |=] ¢

0 -1 t

Proposicién 2. Si X (t) es solucion de X = AX yto € R, entonces Y (t) = X (t — to) es también una
solucion.

Demostracion.

V(1) = SX (—to) = X (6~ t0) (¢~ t0) = X (1~ 1o)
=1
Y (t) =AY (t) = X (t —tg) — AX (t —to) = | X (t) — AX (2) =0

t=t—to

En particular, V; (t) = V; (t — o) son soluciones y Vi(to) = Vi (to — To) = V; (0) = v; con la misma
X=ax
X (tg) = Xo

X(t)=&Vi(t—to) +&Va(t —to) + -+ & Vi (T —to)

notaciéon que antes, la solucién es de {

donde los &; son los coeficientes de la combinacion lineal Xg = &1v1 + - -+ 4+ &0, O

tmfl

Observacion 8. El grado maximo del polinomio {v +t(A-A,)v+---+ =T (A= AL,)™ o] esigual

a v — 1 donde v es la multiplicidad de la raiz A del polinomio minimo de A.
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4.

Exponencial de una matriz

En el caso de una tnica ecuacién lineal de primer orden:

T = az — e(t=to) Ool —
{x(to):xoix(t)_e Zk; (t — to)" a*x

En el caso de un sistema:

Ahora:

De forma que:

X (tg) = AX (tg) = AAX, = A%X,

De nuevo:
X =AX

X (to) = AX (tg) = AA%X, = A3X,

Y en general:

x*®) — gxk-1)

X® (t) = AXFD (1) = A4 1 X, = AF X,

Ahora, podemos plantear la serie de Taylor de la solucion:

k=0 k=
:<Zk‘(t—to ) (Z ((t—tg) A ):
k=0 k=

Para poder hacer este altimo paso, debe cumplirse:
1. Asegurarnos de que la serie converge
2. La suma de la suma es un funcién derivable

3. La suma converge a la solucién (analitica)
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Ejemplo 8.

Llamaremos:

En nuestro ejemplo:

, (0 3
klgﬂoA’“_(o 0)

Definicion 3. Dada una matriz A € K™ con K = R o C, llamamos norma de A al nimero real:

JA|| = méx  |Ayl
1<i<n
1<j<m

Se satisfacen las siguientes propiedades:
|Al| =0
|A|l=0< A=0

[IMA]] = [AH[A]] VA € K

1A+ Bl < ||A][ + [| B

|[Aij| <||Al| Vi=1,....m;Vj=1,....,m

Por las propiedades 1 a 4, |||| es una norma en el espacio vectorial de las matrices n x m.

Proposicion 3. Si A € K™ y B e K(mP) entonces:

|ABI[ <m|[A]|[|B]

Demostracion.
m m
|AB|| =  méx ‘(AB)Z.J. = méx |3 Ay By| < max > [Ay Byl =
1<:<n k=1 k=1
1<j<m

m m
=max ) |Au| Byl <D IAIlIBI = m||All||B]]
k=1 k=1

Proposicién 4. Si A € K™ ype NU{0}, entonces:

|| AP[] < n? || AP
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Demostracion. Hagamos induccion:
Para p = 0:

|A°|| = ||1n|| = méx {0,1} = 1

n||Al°=1-1=1

Supuesto cierto para p: ||AP|| < nP||A]|P

p+1 » » inducciéon » »
|[APTH| = [JAPA[| <n||AP|[||A]l < n-nP||AP (Al =

— pptl HAHp+1
O

Definiciéon 4. Dada una matriz A € K™™ llamamos serie exponencial de A a la serie de matrices
1 4k
w AT

Teorema 5. Para cualquier matriz A € K™ lq serie exponencial de A es convergente.

Demostracion. Debemos probar que cada serie ), % (Ak)i]. es convergente, para lo cual probaremos que

dichas series son absolutamente convergentes, o dicho de otra manera, que »_, % ’(Ak)”’ esté acotada.

S| (4), | < 3 [l < 3 = 3 5 o <
k=0 = —

k=0 k=0 """ k=0
por tanto, la serie es convergente. ]

Definicion 5. La suma de la serie exponencial de la matriz A € K(™™ se llama exponencial de la matriz
A, que escribiremos e (E K("’”)).

Ejemplo 9.

Por rellenar.

4.1. Propiedades de la exponencial matricial

Proposicion 5. La exponencial matricial satisface las siguientes propiedades:
1. 9 =1,
2. eMn = M,

3. Si AB = BA, entonces e*B = Be?.
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4. Si AB = BA, entonces eAB = eAeB. En general eAtB £ {

5. La matriz e

A

es siempre reqular y su inversa es e~

AB
BA

A

. o . -1 _
6. Si P es una matriz invertible, entonces e’ AP = P~leAP.

Demostracion.

1.

3.

Tenemos:

1
O =1, +0, + 02 70;{ 4+ =1,

=L+ ML + 5 (A]I)

ko

1 k
~ (AL, -
Ot

:]In+>\]In+§)\2]In+ . ‘A’“]I + -

k!

)\2 k
( +/\+§+ +...>]In:e’\]ln

Ahora si AB = BA, probemos por induccion que A¥*B = BA*. Para k = 2:

A’B = AAB = BAA = BA?

Suponiendo cierto A*B = BA* :

Producto de series:

4. Nos lo creemos.

5.

(P~1AP)?

AR B — AA*B

induccion 4 p Ak — BAAF = pAFH!

(&) () -5 ()

e A=At 0 = (eA)i1 ==
ePTAP T, 4 PTIAP + % (P AP) +-. .+ ; (P1AP)" +
= (P7'AP) (PT'AP) = P'ApPP ' AP = P71 AAP = P A?P
S—

(P~

=T,

LAP)F = plakp
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- 1 1
AP = T 4 PpMAP + —P AP 4+ —P AP 4 =
~— 2! k!

=P-1,P

1 1
=p! <Hn+A+2'A2+---+MA’“+--->P—P_1€AP

Esto nos da un método de célculo para exponenciales de matrices. Si A = P~'DP donde

A1
D =
An
e
eA ePleP:P—leDP_P—l P
eMn
Ejemplo 10.
0 1
1= (5 o)
2 (01 0 1\ (0 O
4 _<O 0 0 0/ \o 0O
1 1 1 1
A _ A2 AR = =
e _H2+A+2A + +k!A + I+ A (0 1)

4.1.1. Calculo de la exponencial

Hallaremos e*. Si se necesita e, ponemost = 1. Seav € F4 (M) donde m es la multiplicidad algebraica
de A.

oAy — otAln+H(A=ALL))

Como la identidad conmuta con cualquier otra matriz:

etAy = HAAI) oAl ) GHA=NI) BT ) — M A=A,
At t 2 tr k ]
=e ]Inv+t(A—)\]I)’u+§(A—/\Hn) v—l—---—i—E(A—/\]In) vt
Como (A — M) v = 0 Vk > m:
t2 tm_l b
=M+t (A= AL v+ = (A= ML) v+ 4+ ———— (A= ML) to| =V (1)
2! (m—1)! |
Sea {v1,...,v,} una base formada por vectores propios generalizados y hallamos los correspondientes
Vi(t),...,Vn(t). Ahora, sea P = [v1|va]...|v,], entonces:
AP = e [ui|vg| ... [vp] = [eMur]eug] . e, = Vi (1) [Va (1), ] ... [Va (2)]
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Multiplicando por P! por la derecha:

A = APP = (Vi (8) Vo (t),]... |V, (8)] P

Ejemplo 11.

E (1) = <(O, -2,1),(1,0, 0)>

=1 =09
Ey(2) = <(1, 1,0)>
=3
0 1 1
P=1-2 01
1 0 0
—tet
1% (t) = el [’Ul +1 (A — ]I) 1}1] = | —2¢!
t
e

Vo(t)=e'[vg+t(A—T)vg) = (0)

0
o2t
V3 (t) = 62t1)3 = th
0
—tet et 2t
M(t)=[Vi(t)[Va(t) V3 (t)] = | —2¢! 0 e
et 0 0
el e —et 2e? — 2e! — te!
A=M@HP=(0 & 2% 2
0 0 et

M (0) = [V1(0) [V (0)[V5 (0)] = P

Teorema 6. Dada A € K™ la funcion ¢ : R — K™ dada por ¢ (t) = e es derivable y su derivada
es:

o (t) = At = 1A
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Demostracion. et = [Vy (t)]...|Vy, ()] P71 por lo que cada elemento de €' es una combinacion lineal de
las componentes de las funciones V; (t). Como las componentes de V; (¢) son polinomios por exponenciales,
deducimos que son funciones C*°. Para hallar la derivada, derivamos columna a columna:

det = LMAW]Va@I P = S (V@] Va () P =

=[] P
Recordemos que V; (t) = AV; (t), luego:

[AVi ()| ... |AVu ()] P~L = A[Vi (1) ]... |V, (t)] P! = AetA

—etA

O]

Demostracion alternativa (mediante serie de potencias). Se deriva término a término la serie (etA)ij y se

comparara con la serie (AetA)i]., viendo que sale lo mismo. ]

Teorema 7. Sea A € K"™™) . La funcién matricial ¢ : R — K™ dada por ¢ (t) = ' es la unica funcion
matricial que satisface:

{@(t) =Ap(t) VteR
¢ (0) =1,
Demostracion. ¢ (t) = et satisface ambas: ¢ (t) = Ae!4 (lo acabamos de probar) y ¢ (0) = 4 = €0 =
L,.
Veamos que es la tnica: Supongamos una ¢ (t) de forma desconocida que satisface ambas propiedades,
definimos:

De manera que:

= —Ae Mo (t) +e M Ap (t) = —Ae Mo (t) + Ae Mo (t) = 0

Asi, la funcién N (t) es constante, cuyo valor lo hallamos evaluando en ¢ = 0.

N(t)=N(0)=e"00) =11, =1,
Es decir:

e o) =1, VteR

y multiplicando por la izquierda por e*4 obtenemos:

o (t) =
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Observacion 9. Si A € R(3?) tiene valores propios complejos A = a = iw, entonces:

sin (wt)

et = et [cos (wt) Iy + (A— aﬂg)}

=p(t)
donde lo anterior es la llamada férmula de Rodriguez.

sin (0)

@ (0) =e® {cos (0)I, + (A— aﬂg)} =1

@ (t) = ae™ || + e [~wsin (wt) Iy + cos (wt) (A —al)] = --- = Ap (1)

Si tenemos una ¢ (t) = e*4 tal que ¢ : R — GL (n,K) donde GL (n,K) denota el conjunto de matrices
n x n invertibles.

@ (t+s) =T = tesd = 4 (1) p (s)

Esto constituye un morfismo de grupos.

4.2. Teorema espectral

Teorema 8 (Teorema espectral). Sea A una matriz cuadrada de dimension n.
Si A, ..., An son los valores propios (iguales o distintos) de A, entonces e
propios de e?.
Siv € Va(t) entonces v € Voa (e?).
Siv € Ex (t) entonces v € Ega (€).

Ao eM son los valores

Demostracion. Queremos probar lo siguiente:

(A= A,)v=0= (eA—e’\Hn)v:0
Ahora, sea v € E4 ()\), entonces (A — AIL,)™ v = 0.

oA AL, = M HAN) _ AT A A _ A

— A <6A7)\]In _ ]In>

Asi:
(eA - e/\H”> v=¢e [eA*)‘H” — ]In} v =
— M o (A= AL 0t S (A= AL 4+t —— (A= ALY 40— =
2! (m—1)!
= I +l(A—>\]I )+~-+L(A—A]1 )2 (A = AlL) v
B "ol " (m —1)! " "
B

con B € K" y B(A—)L,) = (A—Al,) B. Es decir (e — €’[,,) v = e*B (A — Al,) v. Multiplico

por e — eMn vy obtengo:
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(eA — e’\H">m v = [e)‘B (A - /\]In)}m v=e"B™(A—-A,)"v=0

luego v € E4 (e*). Esto prueba 3. Para 2, si v € V4 (A), (A—A)v =0y asf:
(eA - e)‘H"> v=e B(A—\l,)v=0

Para la primera, tomo una base formada por vectores propios generalizados de A {v1,...,v,}. Hemos
visto que cada uno de ellos es propio generalizado de e? con valor propio e*i. Asi, obtenemos una base de

vectores propios generalizados de e con valores propios e, ..., e . Esto prueba 1. O

Observacion 10. Notese que lo anterior no implica que la multiplicidad algebraica de A como valor propio
de A sea igual a la multiplicidad de e* como valor propio de e?. La razon es que puede haber dos valores
propios distintos A # u de A tales que e* = e.

Ejemplo 12.
0 —7
A pu—
p(s) = s* + n?
Las soluciones son A = i¢w y p = —iw. Como podemos ver, sus exponenciales son iguales:
N =e"=-1
el = =-1
La exponencial es:
e = I
que tiene un valor propio A = —1, pero que aqui tiene multiplicidad 2.
4.2.1. Normas matriciales
Definicién 6. Son aquellas que cumplen:
IABI| < [[A][]|B]|
Observacion 11. Notese que la que hemos usado nosotros ||A|| = méx |a;;| no es submultiplicativa; no es

una normal matricial.
5. Sistemas diferenciales lineales con coeficientes constantes

{X =AX +b(t)
X (to) = Xo
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5.1. Solucién del sistema homogéneo
{ X = AX
X (to) = Xo
Teorema 9. El problema de valor inicial:

{ X = AX
X (to) = Xo

tiene una tnica solucion X (t) = et—t0)A X,

Demostracion. Veamos que efectivamente es solucion:

%{ (1) = %B(HO)AXO _ <§te(tto)A) Xo = Act=tAX) = AX (1) Vi€ R

X (to) = e®—0)Ax, = 04 x) = 0X, = [X, = X,
Ahora, comprobemos que es tnica. Si X () es una solucion del problema de valor inicial, definimos:
Z () := e~ Tt)AX (1)
y asi:

92 (1) = —ACAX (1) 4 04X (1)

Como X (t) = AX:
Z (t) = —AetT0AX (1) 4 e~ 044X (1)

Como e? y A conmutan:

7 (t) = —AetTAX (1) + Ae~(t)AX (1) =0

Por tanto, Z (t) es una funcién constante.

Z(t) = Z (to) = e~ P14 X (t5) = I, X,

y asi:

Xo = Z(t) = e (tt0AX (1)
de donde:

X (t) = elt-t)A X,
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Ejemplo 13.

Luego:

5.1.1. Estructura de la solucién general

Llamamos S al conjunto de soluciones del sistema homogéneo:
8= {t — =Xy ta. Xp € K"}

Teorema 10. El conjunto de soluciones S de un sistema homogéneo es un subespacio vectorial de C* (R, K™)
de dimension n. Para cada tg € R la aplicacion evy, : S — K" dada por evy, (X) = X (to) es un isomor-
fismo.

Demostracion. S es el conjunto de funciones de la forma e*A¢ con & € K”; es decir, el conjunto imagen de
e!4, que es un subespacio vectorial del conjunto de funciones con valores en K. Ademaés, cada solucion
es una funciéon de clase C™ (la exponencial lo es). Como et4
por lo que la dimensién de Im (etA)

es invertible, tiene rango n para cada t € R,
es m, e igualmente la dimension de S es n.
Ahora veamos que evy, es un isomorfismo. Primero, veamos que es lineal:

ev, (X +Y)=(X+Y)(to) = X (to) + Y (to) = evy, (X) + evy, (Y)

evy, (AX) = (AX) (to) = AX (to) = ey, (X)

Ademas es inyectiva. Si X,V € S son tales que evy, (X) = evy, (Y), es decir, X (tg) =Y (fo). Entonces,

llamando Xy a X (t9) =Y (t0), tengo que X e Y son ambas soluciones de { X)Et:) A)§( . Como la solucion
0) = Xo

del problema de valor inicial es tnica, se deduce que X = Y. Como estamos en espacios de la misma

dimension n, ser inyectiva es equivalente a ser biyectiva. Al ser lineal y biyectiva, evy, es un isomorfismo. [

Teorema 11. Sea A € C™™ con valores propios A1, ..., A, distintos con multiplicidad minima (indice de
nilpotencia) vy, ..., v,.. (Esto significa que el polinomio minimo es de la forma: (s — X)) ... (s = A\)"" yel
polinomio caracteristico es (s — A1)"™ ... (s = \)""" donde v; <m; Yi=1,...,r). Entonces toda solucion

de la ecuacion diferencial X = AX es de la forma:
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-
0= M)
j=1
con Pj (t) es un polinomio de grado mejor que v; con valores en E4 (\;). Ademds, existen soluciones para

las que Pj (t) alcanza el grado mdzimo vj — 1.

Demostracion. Dado un vector Xy € K", descomponemos Xo = v1+- - -+, con vj € E4 (A;)y la solucion
X (t) = et Xy = ety + - + o, Abl cada sumando es:

m;—1
etA,Uj:Vj(t):eAjt ’Uj+t(A—)\an)Uj+"'+L(A—)\j]1n)mj_l’0j S
(mj—l)!
At th_l v;j—1
= e Uj—l-t(A—)\an)Uj-i-"‘"Fm(A )\]I)J Vj

va que (A — \L,)7 v; = 0 Vu; € Eq())). Asi, e AU] es una exponencial por un polinomio de grado
menor que v;.
vj € Ex(\j) = (A= \1L) v € Ea())

ya que E4()j) es A-invariante. Ademas, existe v; € FE4 (\;) tal que (A — )\jﬂn)”j_l vj # 0 ya que el
polinomio minimo de A restringido a E4 (A;) es (s — A\;)" (hay al menos un vector cuyo polinomio minimo

es (s —Xj)"7). ]
Teorema 12. Sea A € R™™ con valores propios reales Wi, 1 y valores propios complejos o +
i1, ..,as i (distintos). Entonces cualquier solucion real se puede escribir en la forma:

l s
=D P (1) + D e [Q () cos (Bjt) + R; (t) sin (8t)]
y =

donde P; es un polinomio real de grado menor que vj con valores en E4 (p15) y con Qj y R; polinomios

reales de grado menor que v; y (o +if3;) con valores en el ker { [(A — ajll,)? + BQI[

Demostracion. Con condiciones iniciales reales Xy € R", la solucion es X () = €4 X,, que es real por
serlo e, En la suma anterior separamos los términos que corresponden a valores propios reales Aj =
y complejos \j = o £ if3;.

l s s
X (1) = et'P(t)+ Y e TP (1) + > e TPl (1) =
j=1 j=1 Jj=1

l
=2 B +§:¢”[““P 1)+ B 1)
j=1

debe ser real

Por tanto: ' . ‘ '
SOIPy (1) + ¢ P (1) = P (1) + T ()

de donde (como las exponenciales son linealmente independientes):

{ﬂ@:?@@p:ﬂ
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En consecuencia:

l s
X (t) = Z eIt Pj (t) + Z e“'2Re (eiﬁjtPj (t))
j=1

j=1
Si escribo et = cos (B;t) + isin (B;t) y P; (t) = 5 [Q; (t) — iR; (t)]. Entonces:
2R ([oos (51) + s (3,0)] 10 (1)~ iR (0]) = Q () cos (350) + R, (6 in 5,1

Sustituyendo:

l s

= M P () + ) e [Q; (t) cos (Bjt) + R; () sin (B;t)]

— —

P; (t) toma valores en E4 (115) ya que es el mismo que en el teorema anterior.

Q;j (t) =Re (P (1) = 5 [P (t) + Pj ()] € Ea(o; +iB;) + Ea (o — i3;)

N =

R; (t) = —Im (P rﬂ ()] € Ba(aj+if;) + Ea (o — i)
Por tanto, debemos ver E4 (o +i0;) + Ea (a; —if;) = ker { [(A - aj)2 + 5]2} Vj}.

Ea(aj +1i6;) = ker (A — (aj +i835) 1) — (s — aj —if3;)"

Ex (o5 —if;) =ker (A — (o — i) In)"" — (s — a; +1iB;)"

y asi:
ker [(A — a;ll, — B4l )Vj] + ker [(A — a;l, + Zﬂjﬂn)yj] _
= ter {[(4 — Ty = i6,Ta) (A — gl + BT} =

= ker { [(A a;l,)? — (iB;1,) } } = ker { [(A —a;l,)% + ﬂ?]ln] w}

5.2. Solucién del sistema no homogéneo

{X =AX +b(t)
X (to) = Xo

Teorema 13. El problema de valor inicial anterior tiene una unica solucion que viene dada por:

t
X (t) = et Ax, 4 / DAy (1) dr

to
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Demostracion. Sea Z (t) = e~¢=10)AX (¢), es decir X (t) = ett0)AZ (¢).
X () —AX () —b(t) =t AAZ () + A7 (1) — Aet0) Z (1) — b (t) =
= =t AZ (1) — b (t)
Asi X es solucion de la ecuacion diferencial si y solo si et%0)A4Z (¢) = b (t). Tengo:
Z (t) = e~ 710)4p (3)

e integrando:

Z(t) — Z (o) = / Z(r)dr = / LAy (1) dr

to to

Z (to) = e~ =AX (tg) = X (to) = Xo

¢
Z(t) = Xo +/ e—(T—to)Ab(T) dr

to

t
X (t) = e(tfto)AZ (t) = e(tfto)AXO + 6(tto)A/ 67(7-7250)‘4[) (7-) g

to
' t
= e(t—to)AXO + / e(t=to)A=(T—to) Ay (7_> dr — e(t_tO)AXO N / LA (7_) .

to o

Ejemplo 14.

t
— 2(t—1) 1 t—71
x,0= [ (5 )

_ (e (e - zp

X () = X0 (1) + Xp (1) = (ew” (t+3) - +>
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Observacion 12.

t
X (t) =elT04x, + / "My (r) dr

to
A esta formula se le llama formula de Duhamel o de variaciéon de las constantes, porque anteriormente
se sustituia la constante Xy por una funcion Z (t).

5.2.1. Estructura de la solucién general

X = AX +b(t)
El conjunto de soluciones de dicha ecuacién es un subespacio afin de C* (R, K").
= La diferencia de dos soluciones es una solucién del sistema homogéneo.

» Una solucién del homogéneo méas una solucion del sistema no homogéneo es una solucién del sistema
no homogéneo.

En general no se puede decir nada de la forma funcional de la solucién puesto que depende de la forma
funcional de b ().

5.3. Ecuaciones de orden n

v+ an 1y 4 arg + a0y = [ (1)

Con las condiciones iniciales:

y (to) = vo
v (to) =y}

y" Y (to) = yg !

donde los superindices no indican potenciales, sino «derivadas».
Siendo I un intervalo f(t) : I C R — R es continua y y : I C R — R derivable hasta orden n. Dada
una solucion y (t) defino:

X0 = (y® .90,y (1), (1)

Hallemos X (t):

v (1) J (1) J (1)
e i (1) i (1)
X (t)=— : = : = : =
20| |y Y (1)
" (1) y(™ (¢) Ft)—aoy (t) — a1 (t) — -+ — an_1y" D (1)
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0 10 0 0 g (t) 0
= : : : : : : : +
o 0 0 0 - 0 1 y(=2) (1) 0
—ap —a] —az —asz -+ —Qp—2 —0p—1 y" = (t) %z—’f )
- 7 =b(t)

Asi X (t) es solucién del sistema lineal X = AX + b(¢) donde:

0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
A= : :
0 0 0 0 0 1
—ap —aip —az2 —asg —Qp—2 ap—1
0
b(t) = =f(t)e,
(t) 0 (t)
f()

Reciprocamente, sea X (t) = (1 (t), 22 (1), ..., z, (t)) una solucion del sistema X = AX +b(t) con A

y b(t) las anteriores:

oy (t) 0 1 0 0 0 0
T (t)
t 0 0 1 0 0 0
o (t) ' ik
= : : : : : : . + 0
(t) —an —aq —a9 —as e —Qp_2 —Qp—1 Ln (t) f (t)
Obteniendo:

o1 () = 20 ()
T = —apxy (t) — a1z (t) — -+ — ap—12, (t) + f (1)

Llamo y (t) = x; (t). Entonces:

( To =131 =y

T3 = To = y
Ty = T3 = Y
Tpn = 'C‘Cn—l = y(n—l)
n = —agy — a1y — - — an1y" Y + £ (t) = y™

Ahora pasando en la ultima ecuacion todo a un lado, obtenemos:

Y™+ anay" T 4 arg +aoy = f (£)
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Por tanto, dada una solucién X del sistema, la primera componente y (¢) = z1 (t) es una solucion de
la ecuacién de orden n.

X=(ygry™D) .
y(n) _|_an_1y(n_1) +...+a1y+a0y = f(t) (yy Y ) X = AX+b(t)

to) = 0,9 (to) = v, ...,y V) (o) = y? 1 X (to) = X,
y (to) = yo, 9 (to) =y Yy (to) = v X (to) 0

Teorema 14. El problema de valor de valor inicial

{ y" +anay" Y+t +aoy = f (1)
y (to) = yo, 9 (to) = b, ...,y (to) = yg ="

tiene solucion unica.

Demostracion. La tnica solucioén es la primera componente de la tnica solucién del sistema asociado. [

5.3.1. Solucién de la ecuacion homogénea

Valores propios de A, polinomio caracteristico:

A es la matriz compaiiera del polinomio p (s) = s +a,_15" " 4 --- 4+ ays +ag por lo que el polinomio
caracteristico de A es p(s). Ademaés, el polinomio minimo de A es igual al caracteristico; de forma que la
multiplicidad de \; como raiz del polinomio minimo es igual a la multiplicidad algebraica de A;, e igual a
la multiplicidad de \; como raiz de p (s).

Teorema 15. La solucion general de la ecuacion diferencial homogénea:

Y + a1y Y+ g+ agy = 0

es:
-
y(t) =) eMp;(t)
i=1
donde A1, ..., A\ son las raices (distintas) del polinomio caracteristico:

p(s)=s"—an 15" '+ Fars+ag

y pi (t) es un polinomio (complejo) arbitrario de grado menor que m; (la multiplicidad de la raiz \;).
St la ecuacion es real y las raices reales son 1, ..., us y las complejas son ap + if; entonces la solucion
general (real) es:

s l

y(t) =D etilp; (1) + Y e [q; () cos (B;t) + r; (¢) sin (5;1)]

i=1 j=1

con grado de p;, q;,m; menor que la multiplicidad de la raiz correspondiente.

Demostracion. Sea S el conjunto de soluciones de la ecuacion homogénea y sea F el conjunto de funciones
de la forma indicada () e*'p; (t)). Veamos que son iguales.

Siy €S, es decir, si y(t) es solucion, entonces X (t) = (y(t) (), ..,y (t)) es solucion de
X = AX, es decir, es de la forma X (t) = S eritP; (t). Asi y es la primera componente, que sera de la
misma forma 3~ eilp; (t) con p; = (e1, P;), es decir, y € F. Asi S C F.
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Para ver que § = F, como son espacios vectoriales, veamos que tiene la misma dimensién. Por un lado
dim S = n, ya que el conjunto de soluciones del sistema asociado tiene dimension n. Un sistema generador
de F es {tkekit|z’ =1,...,mk=0,...,m; — 1} y, ademads, son un sistema linealmente independiente. Por

tanto, es una base y:

dim F = nimero de elementos de {tke)‘it]i =1,...,mk=0,...,

Y — 2§ —49+8y=0

: y(0)=4

Ejemplo 15. .

jemp 7(0) =8
y(0)=0

p(s) =8 —2s% —4s+8=(s—2)* (s +2)

A=2 m =2
m=1

Solucion general:

y(t) =e* (A+ Bt)+ e %C

Ajustamos las constantes:

y(t) = 2(A+ Bt)e®* + Be? — 2¢72
ij (t) = 2Be* + 4 (A + B) e* + 2B - 4Ce™

4=y(0)=A+C A=5
8=y(0)=24+B-20 & {B=—4
0=4(0)=4A+4B+4C |C=-1

La solucién del problema de valor inicial es:

y(t) = (5 —4t)e* —e 2

Ejemplo 16. y*) —y =0

T
mi—l}:Zmi:n
i=1

p(s)p=s'—1=(s+1) (s> —1) = (s+1i)(s—i)(s+1)(s— 1)

y(t) = Ae' + Be™™ + Ce' + De™!

Como la solucién es real, debe ser:

y()=7() <

o A + Be U + Cet + De7t = Ae ™ + Be' + Cel + De™t =
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&y (t) =2Re (4e") + Ce' + D' = Ecost + Fsint + Ce' + De ™"

O bien, podemos usar la segunda parte del teorema:
Ae' + Be '+ Ccost + Dsint

5.3.2. Solucién de la ecuacién completa

La solucién del sistema equivalente es:

X () = Xn (1) + Xp (1)

donde X, (t) = elt—t0)A X, y ftto e(=7)b (1) dr. La primera componente es la soluciéon de la ecuacion de
orden n.

y (1) = (er, X (1)) = (e, Xn (1)) + (e1, Xp (1))

donde (e1, X1, (t)) = yp (t) es la solucion de la ecuacion homogénea con las condiciones iniciales dadas
(ya sabemos hallarla) y X, () es la soluciéon de la no homogénea con condiciones iniciales nulas.

up (1) = (e1, X, (1)) = <61, / = () d7-> - / t (er, e~ (r)) dr = / t (en, e, f (r)dr

to to 20—
=y(t—7)

Donde hemos definido v (t) = <el, etAen>, que se llama funcion de Green para el problema de Cauchy.
Veamos como obtener « (¢):

v (t) = (e, etAen>

X = AX odemos ver que et
tA

géneo con condicion inicial X (0) = e,,. Es decir, <61, e en> sera la soluciéon de la ecuaciéon homogénea con
condiciones iniciales:

Recordando X (t) = 4 X, < { en es la solucién del sistema homo-

<y(0),y'(0),...,y(”_1) (0)) = (0,,0,...,0,1)

En definitiva, la funcién de Green es la solucién de la ecuacion homogénea con condiciones iniciales
y(0)=0,9(0)=0,...,y"2 =0,y (0) = 1.

Y — 20— A4y 48y =t

: y(0)=4
Ejemplo 17. 7(0) =8
§(0)=0

p(s) =5 -2 —4s+8=(542) (s —2)

yn (t) = (A+ Bt) e + Ce™

y(0)=A+C
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j(0)=2A+ B—2C

§(0) =4A+ 4B +4C

Obtenemos los valores: A =5, B = —4, C = —1; de manera que:

yn (t) = (65— 4t) e — e

Ahora, hallamos 7 (t) resolviendo la homogénea con las condiciones iniciales y (0) =

() =(A+B)e* + 07
v(0)=A+C
v(0) =24+ B —2C

%5(0) = 4A + 4B + 4C

En este caso, obtendriamos los valores: A = —1—16, B = % yC = %. De forma que:
1 LY o 1 o
t)y=(>t—— —
7 (®) (4 16)6 T 16°

1
o (4t —5)e* + e + (8t +4)]
De manera que:

315 5, 63 5 63 ., 2+1
) =yp (t t) = e — —te?t — = -

5.4. Sistemas de orden superior

F=24+3+y+g(t)
Y=x+4c+ 35+ h(t)
Convertimos el problema anterior a un sistema de primer orden con las variables:

Ejemplo 18.

r1 =2
ﬂ?gz.i‘
r3 =Y
Ty=9
x5 =9
T T T T
E: i i+3j+y+g(t) T2+ 3ws + 23+ g (1)
X=-lv|=1v|= Y = 4
Yy Yy Yy Ts
ij Y x4+ 4i + 3§+ h (1) x1 + 49 + 315 + h (1)
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01 00O 1 0
0110 3 x9 g(t)
=10 0 0 1 O r3 | + 0
00 0 01 4 0
1400 3 \us h(t)

Solucion:

t
X (t) = e(t_tO)AXO +/ e(t=m)Ap (1)dr
to

5.5. Meétodo de los coeficientes indeterminados

v+ ap 1y 4 g+ agy = f (1)

yp(t)zyh(tH/’V(t—T)f(T)dT

to

Cuando f(t) es de la forma f(t) = e**R(t) se puede hallar una solucién y,;, de la ecuacion no
homogénea sin tener que calcular la integral. Este método sirve para funciones de tipo:

» constantes f (t) = ¢
= polinomios f (t) = R (t), siendo =0
» exponenciales R = cte =: C, f (t) = Cet

= y combinaciones de las anteriores como f () = e sin (bt), f (t) = e cos (bt) o f (t) = p (t) e® cos (bt)+
g (t) e sin (bt)

fO)=R@t)e" pecC
donde R (t) es un polinomio de grado r. De manera que encontramos:
Ynh (t) =t R (t) e

donde m es la multiplicidad de p como raiz del polinomio caracteristico (m = 0 si p no es raiz).
En particular si:

(1) = R(t) e cos (B1) = LR (1) e+ 4 ZR (1) o

e 1

f(t) = R(t) ™ sin (Bt) = %R (1) O — DR (1) el

obtenemos:

Ynh (t) =t"R; (t) e(a+i5)t + 1" Ry (t) e(afiﬁ)t

donde m es la multiplicidad de a + i que es la misma de o« — ¢3. De forma que, alternativamente,
puedo expresar la soluciéon como:

Ynn (1) = t"e™ [R3 (t) cos (Bt) + Ry (t) sin (Bt)]
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Ejemplo 19. §j — y = te?

Yan (t) = t" (A + Bt) e*

p(s)=s"—1

Seguimos: p(u) =p(2)=3#40=>m =0
De forma que:

Yni (t) = (A4 Bt) e*

Ahora, hallamos los valores de A y B:

y = (B+2A+2Bt)e*

i = (4B 4+ 4A + 4Bt) *

4B+3A=0

L 2 _ 4 2
j—y=(4B+3A+3Bt)e te @{ 3B — 1

En consecuencia:

4 1
Ynh = <—9 + 3t> e*

De esta forma, la solucién general seria de la forma:

t 4
y(t) = Ae' + Be ' + <3 - 9> e*

Ejemplo 20. ¥ —y = €
En este caso R(t) =1y pu=1.

Ynh (1) = t™ Act

p(s)=s"—1

P (s) = 357
{p;/)Zi(pll)zl—lz()

()= (1) =340

De forma que p es una rafz simple.

'y'_y:(3A—|—At)et—At6t:3Aet:et<:>3A:1

En consecuencia:

1
Ynh = gte
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Ejemplo 21. ¥ —y =2t + 1+ 3¢’ = (2t + 1) + (3¢")
Como L[y1 +y2] = L[yi1] + L[y2] vy L [My] = AL [y]. En consecuencia:

Y—y=2t+1  yan1(t)

U — y = 3et Ynh.2 (t) = Ynn (t) = Ynh,1 (t) + Ynh,2 (1)

p(s)=s—1

Como en el caso 1, es p = 0:

Ynn (t) = (A + Bt)

Obtenemos A = —1 y B = —2. En consecuencia:

Ynh,1 (t) =-2t—1

En el segundo caso como es m = 1, obtenemos:

Ynh2 (1) = tAet

Obtenemos A = 1. En consecuencia:

Ynno (1) = te'

Por tanto, la solucién buscada es:

Y (1) = te! — 2t — 1

Ejemplo 22. §+ y = tsin (2t)
En este caso son a =0, 5 =2y pu = 2i.

Ynh (1) = t™e% [(A + Bt) cos (2t) + (C' 4 Dt)sin (2t)]
p(s)=s"+1

p(i) = p(2) = —4+1=—3#0

Por tanto, la solucién es de la forma:

Ynh (t) = (A + Bt) cos (2t) + (C + Dt) sin (2t)

Ejemplo 23. 4+ y = cost
En este casosona=0,6=1ypu=1

Ynh (t) =t [Acost + Bsint|
p(s)=s*+1

p(s) =2s
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p(pw) =p()=—-1+1=0
P () =9 (1) = 2 £0
En consecuencia m = 1. De forma que:

Ynn (t) = t[Acost + Bsint]

Y -2 —4y+8y=t

. y(0) =4

Ejemplo 24. .
Jemp y(0) =8
§(0)=0

p(s)253725274s+8:(572)2(5+2)
yn (t) = (A+ Bt)e* + Ce™

Ynh (t) =" (E+Ft)

siendo = 0, y como p (0) = 8, m = 0. En consecuencia:

ynh(t):E+Ft

Sustituimos en la ecuacién diferencial:

- 1L
AF 4+ 8(E+Ft)=t & {E— 16
F — 3
De forma que la solucién general es:
y(t)=(A+ Bt)e* + Ce " + 6 (1+2t)
Ahora, ajustamos las condiciones iniciales:
315
4=y(0)=A+C+ % A_64
=9 (0) = 2A+B—2C+§ & B_——g
0=1ij(0) =4A+ 4B + 4C C=-2

Por consiguiente:

315 63\ 5 63 ., 1
=22 2 e - 22 (12t
y(®) <64 16)6 61 T+

6. Transformada de Laplace

f(#) 5 F(s)

Ecuacién diferencial

L1 ., . .
. . <— Ecuacién algebraica lineal
(lineal con coeficientes constantes)
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6.1. Definicién y primeras propiedades

Consideramos funciones f : [0,00) — C.

Definicion 7. Dada f : [0, 00) llamamos transformada de Laplace de f a la funcion:

F(s) :/Ooe_Stf(t)dt

0
El dominio de F es el campo de convergencia de la integral paramétrica impropia que la define.

Ejemplo 25. f(t) =1

e _ e _ s#£0 1 _gt7100 t 1
F(s):/ eStldt:/ | S]O—hm I
0 0 s t—oo 8 s
Entonces:
% si >0
F(s)= diverge si <0
fooo e Stdt = fooo ldt =00 si s=
Es decir:

F: (0,00) — R
s — 1

Ejercicio 9. Hallar la transformada de f (t) = e% con a € C.

1

Solucién. F'(s) = =

Proposicion 6. Si la integral que define la transformada de Laplace de f converge absolutamente para
s = sg, entonces converge absolutamente para todo s > sg.

Demostracion. Sabemos que:

/ T et | (1) dt
0

converge. Ahora, nos preguntamos:

/ Tt (1) do
0

jconverge para s > Sg7
Como t > 0, debe ser:

st > sot =

= |f ()™ <e | f (1)

Integrando a ambos lados:

/OO If (t)| e stdt < /Ooe_sot |f (t)]dt < o

0 0
Por tanto, es absolutamente convergente Vs > sg. 0
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Definiciéon 8. Una funcion de f : [0,00) — C se dice que es de orden exponencial si existen v € Ry
K, T tales que:

If | < Ke'vt>T

Observacion 13. De la definicién se tiene que una funcién de orden exponencial, tiene transformada ab-
solutamente convergente para s > 7. En lo que se sigue supondremos que f es de orden exponencial y
continua a trozos con discontinuidades de salto finito y cuyo conjunto de puntos de discontinuidad no
tengan puntos de acumulacion finitos.

6.2. Calculo de la transformada

Proposicion 7. La transformacion de Laplace es lineal:

L(fr+fo) = L(f1) +L(f2)
L) =AL(S)

Demostracion.

L(fi+ o) (s) = / Ty (1) + fa (1)) di = / Tety () di + / T ety (1) dt =

0 0 0
=L(f1)+L(f2)
LONE = [t @i [Tt @ a= (e

Ejemplo 26. f (t) = cosh (at) = 5 (e® + ™)

F=ge@) e =5 (ot i) = ot

s—a

) 1 1 1 a
L(sm(at)):§ (s—a_s—i-l) T 2—a?

Recordatorio: - ~ ~
/0 e 5t (h(t) +ig (t)):/o e 5th (t) dt+z‘/0 e Stg (t)dt
> e—st —i — > e—st —i > e—st
| et =i = [T enma—i "0
Asi:

Proposicién 8.
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Demostracion. Es obvio a partir del recordatorio anterior.

Ejemplo 27. f(t) = cos (wt)

f (t) = cos (wt) = % (eiwt + e—iwt)

leoset) = 3 (£ + £ =3 [+ | =
Ejemplo 28. f (t) = sin (wt)
f(t) =sin(wt) = % (e — et
1 1 1 w
£ (sin (wt)) = 2 (s —iw s+iw> T 82t w2
Ejercicio 10. £ (%) = s”% (Inducciéon sobre n)
Ejemplo 29. £ (1 + 5 — 3t7)
ﬁ(r+ﬁ—3ﬂ):ﬁﬂ)+£@ﬂ—3£@ﬂ:3=+%—32
s s s

6.2.1. Reglas de transformacion

Definicién 9. Llamamos producto de convolucién de dos funciones f y g a:

9O = [ Ft-rg()dr
El producto de convolucién cumple que es asociativo y conmutativo:
frg=gxf
(fg)xh=fx(gxh)

Notese que no hay elemento neutro. En particular:

fr1#f
pues:
t
f*l:/ ft—7)ldr
0
Proposicion 9 (Reglas de transformacion).
1.
L F (1) = £(F) (s~ a)
2. Desplazamiento:
L[f(t—a)H(t—a)]=e*F(s) Ya>0

1 st t>0

donde H (t) := {0 i 120
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3. Derivada:

4. Integral:

5. Multiplicacion por t:

6. Division por t:
f oo
A / F(o
t

7. Funcion periddica de periodo T: f (t+T) = f(t) Vt € R.

105 i [t

8. Producto de convolucion:

Ft)xg(t) 5 F(s)G(s)
Demostracion.

1.

/ T emstentf (1) dt = / Tt () = F (s —a)
0 0

/0 e f (t—a)H (t—a)dt = /0 e f (t—a)H (t—a)dt+/a e f (t—a)H (t—a)dt =

=0 =1

:/Ooe_Stf(t—a)dt

Ahora, hacemos el cambio de variable 7 =t — a = dr = dt, llegamos a:

/ T (- a) H (t— a)dt = / T f () dr = oo / T T (7 dr = e (s)
0 0 0

A Qfﬂﬂﬁ

= =dv

Haciendo partes v = e = du = —se™*' y dv = f (t) dt:

:A QiﬂﬂﬁZF”f@k—/;%”fWﬁz

U —du

t—00

= lim e %' f (¢) f(O)—i—s/ooeStf(t)dt:—f(0)+sF(s)
! , 0

=0 F(s)
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Todo el resto de apartados, salvo el octavo se dejan como ejercicio.

Ejemplo 30. £ (e sin (wt))
v
(s —a)? + w?

; :|
2 2
stw s—s—a

L (e sin (wt)) = L (sin (wt)) (s — a) = [

: y=2y
Ejemplo 31. {y(() _ 5

L(g) =L(2y) & sY (s) —y(0) =2Y (s) &

5

&sY(s)—5=2Y(s) e L(y) =Y (s) = p— :5£(e2t) :£(5€2t)<:>

s L(y() - 5e2t) =0

Por el teorema siguiente, lo anterior es equivalente a:
y (1) = 5e*

Teorema 16 (Teorema (de Lerch)). La unica funcion continua f : [0,00) — C cuya transformada de
Laplace es nula, es la funcion nula.
L(f)=0&F=0

Demostracion. La demostraciéon es complicada.

y+3y+2y=t
Ejemplo 32. y(0)=1
y(0)=0
L(§)+3L(y) +2L(y) = L(1)

Y () = 59/ (0) = §(0) +3(sY (5) ~y (0)) +2¥ = 5 &

1
& 52Y (5) +3sY (8) +2Y () —s —0—-3 = - &

52
s2+3s2+1
—_—

1
& (s +3s+2)Y (s) 52+(8+3) 2

3 2

s° 4352 +1 1, 31 1 5 1
<:>Y = = — _——— 3 .
() s2 (8?2 +3s+2) 2% T 45 s+1 4s+2

_1 _§ —t ? —2t\ _ 1_% —t_§—2t
= 5L (®) 4£(t)+3£(e )+4£(e ) =L gt T3 - e

=y(t)
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6.2.2. Transformada inversa

Dada una funcién racional propia RE ; con gradoR (s) < gradoP (s) factorizo P (s) = a (s — A1)

e Z

=1

e (5) X5 ( ) IR

lel 1,1]1

Ejemplo 33. Hallar la transformada inversa de F'(s) = - fgf E

s+ 2 s+ 2 s+1
F(s)=— = 2 o2 | 2192
$T+2545  (s+1)7+2 554+ 2% Lon
Por otra parte:
s+1 1 1 2

1
= p— — 2 - . 2
202 2192 92402 L [cos t]+2£[sm t]

En consecuencia:
-1 ¢ 1.
LT [F(s)=e " |cos2t+ 5 sin 2t

Ejemplo 34. Hallar la transformada inversa de F' (s) = %

46—75

Fls)=——
)= 26713

Vamos a usar f (t —a) H (t — a) LO> e~ *F (s). Por tanto:
a>

LUF () = £ (—467+13> w69 | (agm))

Por otra parte:

-1 4 _ -1 4 _ 1 4 _
£ (52—63+13 =~ (s —3)%+22 =~ S Py

4 2
3t p—1 3t p—1 3t 2
=e'L (82 22) = 2e'L <s2 22) = 2e”"sin 2t

En consecuencia:
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6.2.3. Sistemas de ecuaciones

T=—-x—4y+ 10

: y=x—-y
Ejemplo 35. 2(0) = 4
y(0)=3

Transformamos la ecuaciéon mediante la transformada de Laplace:

sX—4:—X—4Y+%¢$(5+UX+4Y:4+%¢$
sY -3=X-Y (s+1)Y —X=3

_ 3s247s+10

X — 4s°4+2s5410
N T s(s242s+5)
Y = s(s2+2s+5)

Ahora, toca descomponer en fracciones simples:

_ 9l +1 2 :
{X =25+ 2(s+i)2+22 - 2(5451)2+22 £! {x (t) = 2+ 2e tcos (2t) — 2etsin (2t)

Y=2b+ o8l + 2 T y(t) =2+ e teos (2t) + e tsin (20)
i4+2y=0
T+ 1y =cost
Ejemplo 36. z(0)=0
y(0)=0
7 (0) =2

Transformamos las ecuaciones:

§X—30—2+2Y:0<$.X:S£154 z (t) = 2sint
sX —0+sY —0= -° Y = -

52 4w?

6.3. Transformada de un sistema

X0 xy | L) = X(0) = ALX) + L) &
=Xo

S (sI—A)LX)=Xo+ LD () e L(X)=(sT—A) " Xo+ (sT—A) L (b(1))

{Y:AX+b@)c

Notese la similitud de ese término con:

t
X (t) =X+ / e A (1) dr
0

De lo anterior obtenemos:

L (etA) =(sl-A) e

oeth =1 ((511 - A)—l)

L < / t et =4 (1) dT) = (sI—A) L)

0
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Ejemplo 37. Hallar la exponencial de A = <_1 _4>.

1 -1
_(s+1 4
SH_A<—1 s+1>
_ 1 s+1 —4
o - A) ( )
S vy A U AP

ze 'sin(2t) e’ cos(2t)

1 -4
1 ((s]I—A)A) _ (f‘jtcos (2t) —2e7tsin (2t)> _ (;( 1 —1)

Ejemplo 38. Veamos un ejemplo con una ecuacién diferencial con coeficientes no constantes.

dy B L d _
2t+E+y_0—> 2£[5Y(8) y(0)]+Y =0«

<:>—2Y—2sd—Y+Y:0<:>25d—Y—|—Y:0
ds ds

V't (lo veremos mas adelante). Notese que en este caso no tenemos ninguna
garantia de que existe la transformada de Laplace de la solucion.

Ejemplo 39. Ahora consideremos:

La solucién es y ()

dy r dY
t—+2y=0=>s—=Y & Y (s) = As
at Y ds (5)
Pero, ahora nos encontramos ante un problema: No existe ninguna funcién cuya transformada sea s.
En este caso, no podemos usar la transformada de Laplace para hallar la solucion. La verdadera solucion
es y (t) = tA? (lo veremos maés adelante).

Ejemplo 40. Tenemos un circuito RLC.

Conocemos las relaciones constitutivas:

V=IR
dl
C¥ =1

Vin = RI + LY + Vo

con condiciones iniciales I (0) = 0, Viz (0) = 0. Aplicando la transformada de Laplace, llegamos a:
Vin=RI +sLI+ V¢

1
[=CsVe :>Vm:RI+sLI+£I
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7. Sistemas lineales con coeficientes variables

7.1. Ecuaciones escalares (orden 1)

{dt—a(t)a:—i-b(t)

x (to) = X0

cona: I CR— Ryb:I CR — R funciones continuas, pudiendo ser b continua a trozos y tg € I.

7.1.1. Ecuacién homogénea b = (

Si tomamos:

d T
%ln(x):;:a(t)

Entonces:

td t
/1n|3:|(7‘)d7‘:/a(7')d7'<:>
o dt

x
s L - t=a(t)z
Proposiciéon 10. La tinica solucion de es:
x (to) = xo
t
- (t) _ .T()efto a(t)dr

Demostracion.

z (tg) = xoe’ =z

o ftto a(t)dr

Ademas, es tnica: Si y (t) es otra solucion, entonces z (t) = y (t) satisface:

() =g () e 0 DT 4y (1) (—a()e o) =

—a()y(t)e R0 T _a(t)yy (1) e o DT — g

Por tanto, z (t) es constante en I y su valor es:
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Z(t) = Z(t()) =y (tO) e—Oy (t()) — 2o
Despejando:
y(t) =2 (¢) efto a(r)dr _ xoefto a(r)dr

que es la misma que teniamos.

T =tz
(to) = o
En este caso a (t) =t y supondremos I = R.

¢ ¢ t
1 1 1
/ a(r)dr = / TdT = [7'2] = ¢ — ft%
to to 2 0 2 2

Ejemplo 41. {m

Por tanto:

7.1.2. Ecuaciéon completa

i=alt)z+b(t)

tiene una solucion unica dada por:
x (to) = X0

Teorema 17. El problema de valor inicial {

z (t) = R (t,t0) xo + tR(t,T)b(T)dT

to

donde:
R(t,7) = elio 1%
Demostracion. Sea:

z(t) = =z(t)e Jig ¥(s)ds

Su derivada es:

2(t) = [ (8) — a(t) 2 ()] e o2

de forma que x es solucion de la ecuacion diferencial & = a (t) z + b (t) si y solo si z satisface:

Ft)=bt)e ffo a(s)ds
Integrando en [to, t] (o [to,1]):

t T
z(t) = z (to) = / b(r)e o ®O%qr

to

z (to) = zoe® = g

de forma que:
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y despejando:

t t t t
_ xoefto a(s)ds 4 efto a(s)ds / b (7_) o fto a(s)dsdT _

to

t t ‘ -
= xoefto a(s)ds I / b(r) efto a(s)ds— [ a(s)dsdT _

to

t
_ xoeftto a(s)ds + / b (7_) Cf: a(s)dsdT

to

r=tr+t

Ejemplo 42.
J p {x (to) = X0

R (t,’]’) _ ef: a(s)ds _ ef: sds _ e%(t27T2)

T=xp+ Xp

7.2. La desigualdad de Gronwall

Teorema 18 (desigualdad de Gronwall en forma diferencial). Sean U (t) y a(t) continuas en [to,t1] con
t1 >ty y con U (t) derivable y tal que:

Ut)<a(t)U(t) VYt € [to, 1]

FEntonces:

U (1) < U (t) o "D it € [t, 1]
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. t
Demostracion. Multiplico U (t) < a (t) U (t) por e Jig als)ds y paso todo a la izquierda:

U (#)e 0% (U (1)e f0"@* <0 o

& % [U (t)e Jio “(S)ds] <0

Por tanto ¢ (t) = U (t)e Jig 98 atistace:

e(t) <o () Vet

y para t’ = tg, tengo:

pt)=Ul(t)e Jig als)ds < 7 (to) e” = @ (to) Vt > to

ftto a(s)

Multiplicando por e ds tengo:

U (1) < U (to) elo %
O]

Teorema 19 (desigualdad de Gronwall, forma integral). Sean w (t), a (t) funciones continuas en [to,t1].
Sia(t) >0Vt € [to, t1] y c € R satisfacen:

u(t) §c+/ a(r)u(r)dr

to
entonces: .
w(t) < celo DU vt e 1 1]

Demostracion. Sea U (t) = ¢ + fg a(T)u(r)dr Vt € [to,t1]; de forma que w (t) < U (t). U es continua y
derivable en (tg,t1) y su derivada es:
U(t)=a(t)u(t)
Como u (t) < U (t) y a(t) > 0, tenemos que:

Ut)y=a®)ut)<a®)U(t)
Por la desigualdad de Grénwall en forma diferencial, se tiene que:
U (t) < U (to) o D% vt € [to, 1]

——

=c

Asi: t
w(t) U (1) < celo ™D vt € [ty 1]
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7.3. Sistemas de ecuaciones
1 = ayq (t) xr1 + ag (t) T2+ ...01n (t) Ty + by (t)

Ep = an1 () T1 4 an2 () T2 + -+ + anp, () Tp + by, (1)

1 (to) = 29
xo (tg) = 29
2 \t0 2

. ~—

Ty (to) = 20

donde a;j : I C R — R continuas Vi,j =1,...,ny b; : I CR — R continuas i = 1,...,n.
Alternativamente podemos expresar el sistema en forma matricial:

all (t) cee QA1n (t)
A= +
any (t) -+ app (t)
by (1)
b(t)=|
bn (t)
X1 x(f
Tn ¥

A: IcR — [RU™
t — A(t)
b: ICR — R”
t — b(t)

continuas

Sib(t) =0Vt € I homogénea.

7.3.1. Solucién del sistema homogéneo
X=A1t)X
X (to) =X
Teorema 20 (existencia y unicidad). Si A: I € R — R(™™) es continua, entonces el problema de valor

inicial: {X =A() X tiene una unica solucion X (t) definida para todo t € I.
X (to) = Xo
Lema 1. Si X es la solucion de X = A (t) X, X (to) = 0, entonces X (t) =0Vt € I.

Demostracion. X (t) = 0 Vt € I cumple la ecuacion diferencial y la condicion inicial. Como el problema
de valor inicial tiene una tinica solucién entonces X = 0. O]

Teorema 21 (Principio de superposicion lineal). El conjunto S de soluciones de la ecuacion X = A (t) X
es un subespacio vectorial de C* (I, R™).
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Demostracion. S # () yaque X (t) = 0Vt € I es solucion. Sean X1, Xy € S,es decir, i; Et; = jg; i; 8 :ﬁ 2 ;

~+

Entonces X1 + X5 € S, ya que:

& X+ X0) () = T2 (1) + T2 (1) = A X0 (1) + A0 X (1) = A () (X1 (1) + X2 (1)

Sea X € Sy A € R, entonces AX € S:

% (AX) () = M () X (1) = A (1) (AX ()

Ejercicio 11. L: C' (I,R") — C°(I,R™) con L (z) (t) = %X (t) — A(t) X (t)
Probar que es lineal y ker L = S.

evy,: § — R"

X — X (t) es un isomorfismo.

Teorema 22. dimS = n y fijado un tg € 1

Demostracion. Sea evy, : S — R”™ la aplicacion evy, (X) = X (to) es isomorfismo.
» Es lineal: trivial.

= Es inyectiva: ker evy, = {0}. El tinico elemento del niicleo es la funcién nula. Si X € ker evy,,es decir,
(Xesd) [X=A1HX
X(@)=0| X(to)=0

inicial tiene solucion tnica es X (t) =0Vt € 1.

X €Sy X (tg) = 0 € R" o equivalentemente . Como este problema de valor

» Es sobreyectiva: Dado Xo € R" veamos que existe X € S tal que evy, (X) = Xp. Sea X la solucion
X=A@tX
X (to) = Xo
ya que es solucion de la ecuacion homogénea, y evy, (X) = X (t9) = Xo.

del problema de valor inicial { por el teorema de existencia y unicidad. Entonces X € S,

O

Por tanto, para encontrar la solucién general de X = A(t) X tendré que encontrar n soluciones
linealmente independientes. Entonces la solucién general serd una combinacién lineal arbitraria de ellas:

S:{Ale—f-)\an‘)\l,,)\nER}

Teorema 23. Para cada pareja to,t1 € I existe una unica matriz R (t1,t9) € R™™) tal que la solucion de
{X =ABX
X (to) = Xo
X (t) = R(t,to) Xo

La familia de matrices R satisface:

1.
R(to,to) =1, Vtoel

R(t1,t0) = R (to,t1) " Vtg,tr €1
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R(tg,tl)R(tl,to) = R(tz,to) Vto,tl,tg el

Vg § —  R”
X — X (t())
Consideremos la aplicacion p (t1,tg) = evy, o ev;OI :R" — § — R", que es lineal. La matriz coordenada
(en la base canénica de R™) la llamo R (¢1,tp), de forma que p (t1,%0) (Xo) = R (t1,%0) Xo.
Sea X solucion de X = A (t) X, X (tg) = Xo. Entonces, el valor de la funcion X en t € I es X (t) =
ev (X). Ademas, la solucion del problema de valor inicial anterior es X = (evy,) ™" (Xo), de forma que:

iy .., e . . .
Demostracion. Sabemos que para cada tg € I la aplicacion es lineal e invertible.

X (t) =ev (evt_o1 (XO)) = (evt o evt_ol) (Xo0) = p(t,to) (Xo) = R(t, to) Xo
Veamos el resto de propiedades:
1. R(to,to): p(to,to) = evy, © evt_ol = idgn, cuya matriz coordenada es I,,.

3.
p(t2,t1) 0 p(t1,t0) = (evy, o evil) o (evy, o ev[ol)
= evy, O ev;l o evy, oez);O1 = ewy, O ev%l = p(ta,t0)
—_——
=id

v la propiedad se deduce tomando matrices coordenadas.

2. Tomo ty =ty en (3):

1
R (to.t1) R (t1.,to) = R (to, to) L I,

luego R (t1,t0) y R (to,t1) son inversas.
O

Definicién 10. La matriz R del teorema anterior se llama matriz resolvente, matriz fundamental candnica
o matriz de transiciéon de estados.
Caso particular: Si A (t) es constante, entonces R (t,7) = (=74,

Observacion 14 (jMuy importante!). PERO, en general R (t,7) y eA®) NO tienen NADA que ver.

Ejemplo 43. Suponemos que tenemos dos variables x1, z2 y una variable independiente ¢:

X1 = R (t1,10) Xo

X9 = R (t2,10) Xo

De manera que:

X9 = R(t2,t0) Xo = R (t2,t1) X1 = R(t2,t1) R (t1,%0) Xo
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rjempto a4, (4) = (1 1) (2

{g‘c::c+ty
y=2y

y (1) = )y,

donde yo = y (o). Ahora, sustituyendo en la ecuacion de arriba, obtenemos:

z () = zoe! 70 f ypet Tl (1 —to+(1—1) et_to)

(8- (5 ) )

R(t,to)

De forma que:

X (t) = R(t,to) Xo

En este caso, hemos podido hallar R (t,ty) porque A (t) es triangular.
Ahora, si ademas es X (2) = (1,1), entonces:

() ()< (77 G0 - (00

Teorema 24. La matriz resolvente R (t,T) satisface:

9E (t,7)=A({t)R(t,7) R(r,7)=1,

Reciprocamente si P (t,7) es una matriz que depende de dos variables t, 7 € I y satisface:

%—f(t,T):A(t)P(t,T) P(r,7)=1,
entonces P = R.
Demostracion. La solucion de X = A (t) X con X (ty) = Xg es X (t) = R (t,t9) Xo. Ast:

dX OR
s (t) = o (t,t0) Xo

Por otra parte, como debe satisfacer la ecuacion diferencial:

_dXx

AW X (1) = (1) = A1) R{t.t0) X

y como esto es cierto para todo Xy € R" se deduce que %—? (t,to) = A(t) R(t,t0), que también es cierto
Vt,to € I. Ademés, ya sabemos que R (tg,tg) = L,.
Reciprocamente, supongamos que P satisface las propiedades citadas. Entonces fijo g € I y defino

X (t) =P (tvtO) Xo
con Xg € R" y asf:

dX d OP
i (t) = - P(t,t0) Xo = B

== (t,t0) Xo = A(t) P (t,to) Xo = A () X (t)
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de forma que X es solucién de la ecuacion homogénea. Ademas, para t = to:
X (to) = P (to, to) Xo = I, Xo = Xo

Xt =A1)X
X (to) = Xo
solucion tnica X (t) = R (t,t9) Xo, entonces debe ser R (t,t9) Xo = P (t,t9) Xo y siendo cierto esto para
todo Xy € R™, se deduce que P (t,ty) = R(t, tp). Como, ademas, t y to son arbitrarios en I, deducimos
que P = R. O

En definitiva, X es solucién del problema de valor inicial { . Como este problema tiene

7.4. Sistemas y matrices fundamentales

Definicion 11. Una base del espacio vectorial de soluciones de X = A () X se denomina un sistema
fundamental de soluciones.

Observacion 15. Dadas n soluciones Xy, ..., X,,, para saber si son un sistema fundamental hay que com-
probar que:
X1+ FapXp=0=2a0=---=a,=0
a1

a1 X1+ -+ o X, = (X1|X2| .. |Xn)

(679

Definicién 12. Una matriz cuadrada n X n cuyas columnas forman un sistema fundamental de soluciones
se llama una matriz fundamental.

Observacion 16. Lo siguiente es todo equivalente:
{X:1...,X,,} sistema fundamental < M (t) = (X1 (¢)|...|X, (t)) matriz fundamental
Toda solucién se puede escribir de manera tinica:

X () =1 X1 () 4+ anXy (1)

Equivalentemente:

con a = (a,...,0n).
Proposicion 11. Sea S (t) una matriz n x m cuyas columnas son soluciones de X = A (t) X y sea to € I.
1. Eziste una matriz Sy € R"™™) tal que S (t) = R (t,to) So. En particular, S (ty) = Sp.
2. Si s es cuadrada, n = m, entonces S es una matriz fundamental si y solo si S (to) es invertible.
Demostracion.
1. S =(Xi|...|X,) con X; solucion de X = A (t) X. Entonces X; (t) = R (t,t) X; (to) de forma que:
SO =[Xi @O [Xm (O] = [R(E,0) X1 (o) [ .- [R(E,10) Xpn (to)] = R (t,0) [X1 (to) |- [Xim (to)] =

= R(t,t0) S (to)
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2. SiS(t) = R(t, to) S (to), S (t) es regular < S (tg) es regular.
O

Corolario 1. Una matriz cuadrada n X n formada por soluciones es fundamental si y sélo si es reqular
en algin ty € I.

Sea M (t) una matriz fundamental. Toda solucion de X = AX se puede poner como X (t) = M (t) a.
Si, ademas, X (tg) = Xo, entonces « es la soluciéon de Xog = X (tg) = M (to) a, es decir, « = M~ (¢9) Xo.
X=A1t)X

En consecuencia, la solucién de es:
{X (to) = Xo

X(t)=M@{t)a= M) M (to) Xo
y como sabemos que dicha solucion es X (t) = R (¢,1t9) Xo, deducimos que:
R (t,to) = M (t) M~ (to)
T=ux+ty

Yy =2y
Hallemos una soluciéon del sistema anterior:

Ejemplo 45.

g=2y—y(t)=e

tomando y (0) = 1. Ahora:
i=x+te

Una solucion de esta segunda es:

t=(A+Bt)* —ax=(t—-1)e*

X1 (1) = <(t _e%t) 62t> X (0) = <_11)

Ahora, hallemos otra solucién del sistema anterior:

y=2y —y=20

i=x+0— ¢

X (t) = (%t) X, (0) = (é)

De forma que la solucién general sera:

o= (47 o)

= (7207 9)

(&

() — (%t et - 1)>

€

es una matriz fundamental.
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también es fundamental. Hallemos su inversa:

_ et eto (1 —¢
M (t) :< 0 e£2t0 O)>

R(t,to) = M (t) M~ (to) =

(e (1—tg) el + (¢t — 1) 210
- O @2(t_t0)

Si ahora, nos imponen z (3) =1y y(3) = —1:

@ 8) = R(3) <_11> _ <et(;3 (1 —to)et—i;(;_(g)— 1)e2(t—3)> <_11>

7.5. Casos particulares

s n = 1. Lo sabemos resolver.

» n > 1. A(t) es triangular (superior) [O reordenando filas y columnas es triangular|: Se resuelve la
ultima (s6lo depende e una variable), se sustituye en la anterior y se resuelve, se sustituye en la
anterior y asi sucesivamente.

= n > 1. A(t) es tal que existe una primitiva B (t) tal que A (t) B (t) = B(t) A(t). En ese caso,
M (t) = €B®) es una matriz fundamental.

7.6. Soluciéon de la ecuacién no homogénea

{X:A(t)X+b(t)
X (to) = Xo

X (t) = R(t,to) Z (¢)
dX d OR dz

() = LR Z(0) = 57 (40) Z (1) + Rt to) (1) =

dz
= A(t)R(t, to) Z (t) +R(t, to) —
N— dt

—X()

R(t,t0) Z = b(t)

Z =R (t,t0) b(t) = R (to,t)b(t)

Z(t)=Z (to) + tR(to,T)b(T) dr

to

Z (to) — X (to) =R (to,to) Z (to) — 7 (to) = X()

=I,
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Z(t) = Xo + tR(to,T)b(T)dT

to

X (t) = R(t,to) Z (t) :R(t,to)X()+/tR(t,t0)R(t0,T)b(T)dT:

to

—R(t,to)X0+/tR(t,T)b<T)dT
X=A)X +b(t)

tiene una unica solucion definida en I
X (to) = Xo fi

Teorema 25. FEl problema de valor inicial {

que se puede expresar de la forma:

t
X (t) = R(t,to)X0+/ R(t,7)b(r)dr
=Xp(t) 0
=Ap

mempio 6. (3)=5.2) () + (o) i) = (V)

R(t,7) = (e” (1—7)el~ "+ (t-1) 62(tf)>

RN

0 e2(75—7')

X () = R(t,0) (‘11) _ <€2t (et%— 1))

= [ [ (73)or- (5

X0 =% 0+ %0 (7 ¢ )7

Si A (t) es constante A = A (t), entonces R (t,7) = et=7)A.

t
X (t) = et—t0)A x —{—/ =74y (1)dr
to

Teorema 26. El conjunto de soluciones de X = A (t) X +b(t) es un subespacio afin de C' (I,R"™) cuyo
espacio vectorial de direccion es el conjunto de soluciones de la ecuacion homogénea.

Si M (t) es una matriz fundamental entonces R (t,7) = M (t) M~ (7).

X (t) =M (t) M~ (to) Xo + t M) M~ (1)b(r)dr =

to

=M (t) [Ml(to)Xo+ :M—1 (7)b (1) dT] —
=:C 0

t

=M (t) [C’ + [ M7t (r)b(r) dT]
to

con C la solucion de M (tg) C' = Xp.
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7.7. Ecuaciones escalares de orden n

Yy fan @)y b ar () g ao )y = f ()
con y (to) = 3, ¥ (to) = Yo, -,y Y (to) = y§ '

Y
|
y(n.—l)
{X =A{t) X +b(t)
X (t) = Xo
0 1 0 oo 0
0 0 1 e 0
At) =
1
—a (t) —al (t) —an (t) —Qp—1 (t)
(:) v
b(t) = 0 Xo = n; X
I (@) %0

Si X es la solucion del sistema y = (e1, ) es solucion de la ecuacion de orden n.
La solucion del sistema asociado es X (t) = R (t,t0) Xo+ fti) R (t,7)b(7)dr y la solucion de la ecuacion
de orden n es su primera componente.

» Ecuacion homogénea b = 0. X (t) = R (¢, t9) Xo.
y (t) = (e1, X (t)) = (e1, R (t,t0) Xo) = primera fila de R (¢, o) - Xo

El conjunto de soluciones de la ecuacién de orden n es un espacio vectorial de dimensiéon n. Una base
esta formada por los elementos de la primera fila de R (¢,%p). Alternativamente, cualquier conjunto
de n soluciones linealmente independientes.

» Ecuacién completa:

y (1) = {e1, X () = (e1, R ({,t0) Xo) +/ {er, R(t,7))b(7)dr

to
=yn(t)

=yp(t)

Como es b (t) = f (1) en:

yp<t>—/t <e1,R<t,T>b<T>>dT—/t (e1, R (t,7) en) f (7) dr =
0 0 =:g(t,7)

= [stn) 1 @ar

to
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donde g (t,7) es la funcién de Green. Podemos ver que:

g(t,7)= <€1, R (t,7)en >

~———

=solucioén del sistema homogéneo con X (7-) =e,

= solucién de la ecuaciéon de orden n homogénea
y(r)=0,9(r)=0,...,y" 2(1) =0,y V(1) =1

™) +an, 1 )y D+ 4 ag(t)y = f (1)
_.0 (n—=1) _ n—1 5¢
y(to) =vgs--sy1 =Yy

puede escribir y (t) = yn, (t) + yp (t) donde yy (t) es la solucion de la ecuacion homogénea con condiciones
iniciales dadas e y, (t) es:

Teorema 27. La solucion del problema de valor inicial {y

%@z/g@ﬂﬂﬂw

to

y donde g (t,7) es la funcion de Green, que es la solucion de:
Y™t an_1 ()Y +ag )y =0
y(1)=0,9(r)=0,...,y"" 2 (1) =0,y V(1) = 1

)ij—ti+y=(t—1)¢

y(0)=1y9(0)=1
La ecuacién homogénea es:

Ejemplo 47. {(t -1

t-1)y—ty+y=0
. y=A .
Si tomamos y = At + B = = o Vemos que y es solucion:
(t—1)-0—tA+At+B=0&B=0=y=At

es solucion.

Y — at
Ahora, si probamos y = e = { ;J B ;26@““ sustituyendo:

(t—1)a*—ta+1)e” =0«

a®—a=02a=0,1

2-1=0ea=-1,1_"071

(t—1)a2—ta+1:0w<:>{

luego y (t) = e’ es solucion. Las dos soluciones halladas son linealmente independientes: ae! + 8t = 0 <

a = 8 = 0. De esta forma:

y (t) = At 4 Be'

FTORDVEREEE

Ahora, hallemos la funcion de Green:

0=y(r)=Be + At B=_T5e "
l=g(r)=Be"+ A A=
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de forma que:

t, 1) = el t
9(t:7) T e+1—7'
En consecuencia:
(t—1)% ¢t
O e

Por consiguiente:

1
y(t)=e + 5752& —t(e'—1)

7.7.1. Caso de coeficientes constantes

g(t,7)={e1,R(t,T)en) = <61, e(t_T)Aen> =~(t—71)

7.7.2. Facilitarse la vida para probar independencia lineal

Sea {y1,...,Yn} una solucién de la ecuacion de orden n. Serédn base si y so6lo si son linealmente
independientes, es decir, y y solo si:

ayr+ -t apyn =0 a; =0Vi

y1 Yn

Z)l yn

Yy — Xl - : Yn — Xn = .
—1 —1
yi Y Y

Alternativamente, lo anterior se cumplira si la matriz:

M(t) = [X1 ()] .. [Xn (D)]

es regular. Y sabemos, que la matriz M (t) es regular si y solo si M (tg) es regular para algin ¢y € I. En
este caso la matriz quedaria:

y1 () Yo (1) Yn (t)
7 (t) 2 (t) Un (1)
M (t) = : : :
R () BT () BT el ()

Esta matriz recibe el nombre de matriz Wronskiana y su determinante se llama Wronskiano. Se suele usar
este método para comprobar que las soluciones halladas son linealmente independientes. En el caso de
nuestro ejemplo anterior seria:
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det M (0) = —1 #0

Sin embargo, det M (1) = 0. Esto se debe a que 1 no esta en el intervalo para el cual estd definida la
solucion de mi problema. El dominio de la soluciéon del ejercicio anterior es [ = (—o0,1).

= Para n = 2, podemos calcular la funciéon de Green, como:

28, 20
|y \T) Y2 (7
9ET =) )

i1 () e ()

7.8. Reduccion de orden
El problema real siempre va a ser encontrar suficientes soluciones de la ecuacién homogénea. Imagine-

mos que tenemos:

jra)y+o@)y=r()
Supongamos que y; (t) es una solucion de la ecuacion homogénea. Ahora, buscamos una solucion de la

ecuacion (homogénea o no) de la forma y (t) = w (¢) y1 (¢).
y () =u(t)y (t)
y() =a @)y () +u)g(t)
§ ) = (t)yr () + 20 (@) g (8) +u ) §1 (t)

Y, ahora, sustituimos en la ecuacién original:

ty1 + 2uy1 + ugr + avyy + aufy + buy = f(t) <

&y + (201 + ayr) u+ (1 + agy + by u = f (1) &
=0

Sy + (291 +ay) u = f(t)
Ahora, si llamo z := %, tenemos:

{yl,é' + (291 +ay1) z = f(t)
U=z
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Ejemplo 48. 2t2jj — 3ty + 2y Vt € (0, 00)
Probamos con un polinomio de grado dos:

y=~t>+at+ B

=27+«
y=2y
o =
2022y =3t (2t + o) +2 (P + at + B) =0 =0
vyeR
De manera que ¥ (t) = 2 es solucién.
Ahora, tomando y = t?u:
y = 2tu + t*u

i = 2u + 4ti + t2i

Llegamos a:
2tu+5u =0
Llamando z = u:
22 +52=0
z= —iz
2t
2 =cel 2sds — ct™2

7.9. Ecuaciones de Cauchy-Euler

Son de la forma:

"y ™ 4 a1 "y Y a4 agy = f (1)

con a; € R.
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7.9.1. Orden 1:

. ) Q
ty—l—ozy:()(:)y:—?y
Tenemos férmula, asi que la aplicamos. Suponemos ¢t > 0 y escogemos ty = 1.
t a
y (1) = yoelt ~797 = ype~lalTh = yoemalnt — ypp-a
En consecuencia, en la préactica lo mas facil es probar y = t° y hallar el valor de s:
tytay=tst* 1+ at* =t°(s+a)=0Vt>0&s+a=0

7.9.2. Orden 2:

%+ aty + By =0
De nuevo, probamos con y = t¥ = 5 = st* ! = §j = s (s — 1) 572

t2j+aty+By = t2s (s —a) t* 24atst’ 14t =t° (s (s — 1) +as+ ) =0Vt > 0= s(s — 1)+as+8 =0

De esa ecuacion de segundo grado, obtenemos s = uq, 2 y, en consecuencia, la solucioén es:

yr(t) =ty (t) =tk

De forma que la solucién general es:
y (t) = At" + Bt#?

Ejemplo 49. 2t%j — 3ty + 2y =0
Por lo visto antes, debe ser:

25(s—1) =35 +2=02s —55+2=0 s =2,

| =

y (t) = At> + BVt
Ejemplo 50. t%jj — ty + 5y =0

s(s—1)—5+5=05>-25+5=0cs5=1+2i

En consecuencia, la soluciéon general es:

y (t) — At1+2i + BtlfQi

Como la solucién debe ser real, deben ser A = B con A, B € C.
Usando a® = ¢*™™@ tenemos:

patib e(a+ib) Int _ jalnt iblnt _ 4a [COS (blnt) +isin (blnt)]

Re (ta'”b) =t%cos (bInt)
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Im (t‘”‘ib) = t*sin (blnt)

De forma que:

y (t) = atcos (2Int) + Btsin (21nt)
donde a,b € R.

Raiz doble en la ecuacion caracteristica:

yp () =t#

Por reducciéon de orden, podemos hallar otra solucién tomando y (t) = t"u () y llegamos a tii = @
jusando 2 =1 — «?

. . . C2
tuzu@u:7®u:cl+021nt

En consecuencia, llegamos a:

y(t) = At' + Bt"Int

7.9.3. Cambio de variable independiente ¢t = ¢” < 7 = Int

Por la regla de la cadena es:

d  _drd 1 d d

dt Cdtdr ¢ Tt dr  dr
~—

—=eT

daf daf f 2d2f daf
t— t—5 — + =
dt ( dt) <dt + dt2) dt? + dt
t2d72_ti ti ti_ﬁ_i
dt2  dt \ dt dt  dr? dr
Y, asi, podemos hallar todos los términos. Al final, obtenemos:

d?y dy dy
— at— 00— — —— =
£ oty 0= 2t T
v la ecuacién caracteristica de esta ultlma ecuacion es:

sf—s+as+pB=0cs(s—1)+as+B=0—5=p1, o

Y una base de la ecuacion de coeficientes constantes es:
6M1T — (6T>M1 — tul

eH2T — (eT)“2 — th2

En el caso de una raiz doble, obtendria:

et =t

e =tlInt
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7.9.4. Orden n

Se puede ver por induccion que:

d d d d d

k

—_— = — =1 — =2 ... == 1
tdz‘,’C dr <d7‘ ><d7’ ) <d7’ k+>

k factores

La ecuacién anterior se transforma en una con coeficientes constantes cuya ecuacion caracteristica es:

p(s)=s(s—1)(s=2)...(s—=n+1)4+ap_1s(s—1)...(s—=n+2)+ - 4+as+a=0

Factorizamos:

p(s) = (s—A)™ (5 — A2)™ ... (s — Ap)™

y las soluciones son:

NT oreMT L T AT
Deshaciendo el cambio de variable 7 = Int, llegamos a:

M M Ing, M (Int)? L N (Ing)™ !

M It (Ing)™
Ejemplo 51. tiy® + 563y — 6t2 4ty —y =0
y=1t°

Y= st571

g'j:s(s—l)ts_2

YB3 =s(s—1)(s—2)t573

yW =5(s—1)(s—2) (s —3)

ths(s—1) (s —2) (s = 3)t°  + 5355 (s — 1) (s = 2)t° 3 —6t%s (s — 1) t* 2+ tst* 1 —1°=0

p(s)=s(s—1)(s—2)(s—3)+5s(s—1)(s—2)—6s(s—1)+s—1=0
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7.10. Otras ecuaciones conocidas

= Ecuacién de Laguerre:
ti+(1—t)y+ay=0

» Ecuacién de Hermite:
J—2ty+Ay=0

s BEcuacion de Bessel:
24 4t + (t2 —u2)y:0

Todas ellas se resuelven desarrollando en serie.

z(0)=1
(0)=0
Suponemos que la solucion es de la forma:

Ejemplo 52. &+t =0A {

Y sustituimos en la ecuacion diferencial:

k=2 k=0
= > (m+3) (m+2) cmyst™ T+ ) emt™ T =20+ > [(m+3) (M + 2) emgs + o] 7T =0Vt

Por tanto, debe ser:

02:0
{(m+3)(m+2)cm+3+cm:0Vm20

Por las condiciones iniciales, obtenemos:

Asi, obtenemos:
c3k+2 = C3p+1 = 0VE >0
ck

FE T T k+3) (k+2)

C():l

78



Asi:

o
z(t) = Z capt®F
k=0

Para ver cudl es el rango de convergencia de la serie, tendriamos que hallar el limite:

C3k+1
C3k

lim

k—o00

8. Propiedades cualitativas

Propiedades de las soluciones que se puedan deducir sin tener que encontrar explicitamente dichas
soluciones.

Definicién 13. Un sistema lineal X = A (t) X + b(t) definido en un intervalo [tg,c0) se dice estable si
toda solucion del sistema homogéneo estd acotada en [tg, 00). Se dice que es asintoticamente estable si
toda solucion del sistema homogéneo tiene limite 0 cuando t — oo.

El sistema es inestable si no es estable, es decir, existe una solucién que no esta acotada.

X (t) =R (t7 tO) Xo
Proposicion 12. X = A(t) X es estable si y solo si existe k > 0 tal que ||R (t,t0)|| < k para todo t > ty.

Demostracion. Cada columna de R (t,to) es una solucion del sistema homogéneo. Si X = A (t) X es
estable, toda solucién estéd acotada. En particular, todas las columnas estdn acotadas. Por tanto, cada
componente esta acotada.
Reciprocamente, si ||R (,)|| < k, como toda solucion es de la forma X (t) = R (¢,t9) Xo,tenemos
que:
X O = [IR (t,t0) Xol| < n[[R (£, t0)l] || Xol| < nk || Xol|

es decir, esta acotada. ]

Proposicion 13. El sistema X = A (t) X es asintéticamente estable si y sdlo si th R (t,to) = (0).
—00

Demostracion. X (t) = R (t,to) Xo

» Si lim R (t,t9) =0, entonces lim X (¢) = lim R (¢,t9) Xo = 0Xy = 0.
t—o0 t—r00

t—o0

» Si es asintoticamente estable toda soluciéon tiende a cero, en particular cada columna de R (¢,t)
tiende a 0.

O]
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8.1.

Estabilidad de sistemas con coeficientes constantes: A (t) constante.

A(t) = A. R(t,tg) = elt=t0)A

= estable si y sélo si existe k > 0 tal que HetAH <kVt>DO0.

= asintéticamente estable si y s6lo si e

4 — (0).
t—o0

pals)=(s =)™ .. (s=A)"™
ma (3) = (5 - )\1)V1 .. (5 — )\T)l’r

X(t) = Z NP (t)

con grado de P; < v; y existen soluciones que alcanzan el grado méximo.
Tomando A\ = a + ib:

— o0 si o a>0

] ) t—00
t—00

—0 si a<0
=1 t—00

‘e”P (t)’ — ot |P (1)

domina la exponencial salvo que sea a = 0.

Teorema 28. Sea A una matriz cuadrada n X n, real o compleja y consideremos el sistema X = AX.
Entonces:

1.

El sistema es estable si y solo si todos los valores propios de A tiene parte real menor o igual que 0
y las que tiene parte real nula son semisimples.

El sistema es inestable si y sdlo si o bien existe un valor propio de A con parte real positiva o bien
existe un valor propio de A con parte real nula y que no es semisimple.

3. El sistema es asintdticamente estable y sélo si todas los valores propios de A tienen parte real negativa.
Demostracion.
1. Supongamos que X = AX es estable. Si existiera un valor propio A = a+ ib con Re (A) =a>0, sea

v # 0 un vector propio asociado a A y la solucion con X (0) = v, es decir, X (t) = etAy = eMy =

e®ely, Cuando t — oo, || X (t)|| = e ’eibt‘ [v]] = e™||v]| T oy asi X (t) no esta acotada

en [0,00). Si existiera un valor propio con parte real nula A = ib y que no es semisimple, entonces

existe un vector v € E4 (A) (suponiendo que (A — AlL,)?v = 0) y w = (A — Al,) v # 0. La solucién

con X (0) = ves X (t) = edv = eM,v 4+t (A — Al,)v. Su norma es || X (¢)|| = |e®]||v+ tw|| =
—_——

|lv + tw]| oo 00 ya que w # 0. De forma, que volvemos a llegar a contradiccion.
—00

Reciprocamente, si todos los valores propios de A tienen parte real < 0 y las que tienen parte real 0
son semisimples, toda solucion es de la forma:

X(t)=) eN'P(t)
j=1
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donde gradoP; < v;. Los términos e* P; (t) con Re (\) < 0 tienden a cero cuando t — oo, |[eM P (t)H =
e ||P ()] == 0. Los términos e*P () con Re(\) = 0, tienen gradoP = 0 (ya que \ es se-
misimple): A = 0 + ib, eMP(t) = e®C (P(t) = C constante). Estos términos estan acotados
He)‘tP (t)H = ‘e"bt} llc]] = |lc||- En definitiva, todas los sumandos estan acotados, por lo que el
sistema es estable.

. Es la negacion de (1).

. Supongamos que X = AX es asintoticamente estable, es decir, toda solucién tiende a cero cuando
t — 00. Si existiera un valor propio A con parte real positiva, tomo un vector propio v asociado a
dicho A y la solucion X (t) = et4v = eMo tiende a oo cuando t — oo, por lo que no puede tender a
cero. Si existiese algun valor propio con parte real nula, A = ib, tomo un vector propio v asociado
a Ay la solucion X (t) = et4v = e®'v tiene norma || X (t)|| = ||v|| que no puede tender a cero. Por
tanto, todos os valores propios tienen parte real negativa.

Reciprocamente, supongamos que todos los valores propios de A tienen parte real negativa. Toda

solucion es de la forma:

I
X (t) =) eN'P(t)
j=1
Cada término de esa suma tiende a cero cuando t — oco:

Hez\tP (t)H — eat
A=a+1ib
a<0

1P (1) = et ||P (6)]] — 0

ya que a < 0 y la exponencial domina sobre el polinomio. Por tanto, X () — 0 cuando ¢t — oo.

tjemploss. (2) = (71 1) (%)

p(s)=s>+2s+5=(s+1)*+22 = A=—-1+2

Sistema asintOticamente estable.

Ejemplo 54, (';) = G —23> @

A=-1-6<0

_ 2 _ _
p(s)=s"+2s—5< A 1i\/6<:>{)\:—1—|—\/6>0

Asi, el sistema es inestable.

T 1 3 2 x
Ejemplo 55. [y ]| = -1 -3 -2 Y
z -2 -6 —4 z

A = 0 doble

_ 3 2 _ 2
p(s) =s"+6s"=s (s+6)@{ N— g

Hay que ver si A = 0 es semisimple. Entonces serd dim F4 (A) = dim V4 (A\) = dim Ker (A — AL,) =
—_——
=2

n — rango (A — AlL,).
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rango (A —0) =rangoA=1=dimV4 (0) =3 —-1=2

Luego, efectivamente, A = 0 es semisimple. Asi, el sistema es estable, si bien no es asintoticamente
estable. En este caso, el sistema se dice marginalmente estable.

w 0 2 0 2 w
. T -2 0 0 1 z
Ejemplo 56. g1~ 1o 00 —2 y
z 0 0 2 O z
p(s) =s* 4+ 852 +16 & A\ = +2i doble
—2¢ 2 0 0
rango (A — 2ill,,) = rango —2 20 : L_ 3

0 0 2 =2
n — rango (A — 2il,) =1

En consecuencia A = 2¢ no es semisimple. En consecuencia, el sistema es inestable.

8.2. Ecuaciones escalares de orden n

Una ecuaciéon de orden n es estable, inestable, asint6ticamente estable si el sistema de orden 1 equiva-
lente es estable, inestable, asintoticamente estable, respectivamente.

Teorema 29. Una ecuacion de orden n es estable si y sdlo si todas las raices de su polinomio caracteristico
tiene parte real < 0 y las que tiene parte real nula son raices simples. Fs asintoticamente estable st todas
las raices del polinomio caracteristico tienen parte real negativa.

Demostracion. El polinomio caracteristico de la ecuaciéon de orden n es equivalente al polinomio caracte-
ristico de la matriz del sistema asociado A. Por otra parte, el polinomio minimo coincide con el caracte-
ristico. [

Ejemplo 57. =0
p(s) = s> =0« s =0 doble = inestable

Ejemplo 58. Un muelle.
my + ky =0

2
ms’+k=0cs=+i|/ —
m

Re (\) = 0 = estable
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8.3. Criterio de Routh-Hurwitz

Teorema 30 (Routz-Hurwitz). Sea p (s) un polinomio con coeficientes reales:

p(s)=s"+ a1s" V4 ass" 24+ ap_15+ an

Todas las raices de p(s) tienen la parte real negativa si y solo si todos los menores principales de la
siguiente matriz son positivos:

a; az as 0
1 as ay4 0
I
0 0 ap
Al =a Ay = all Zz A, =det H

Ejemplo 59. p(s) =s?+ £ =24 0s+ £

0 0
m=(1 8)
Como Aj = 0, alguna raiz tiene parte real 0 o positiva.

Ejemplo 60. 4+ 3y + 5y =0
p(s)=s*+3s+5
30
o= (1 %)
A;=3>0 Ay=15>0

Por tanto, todas las raices tienen parte real negativa y el sistema es estable.

8.3.1. Caso particular grado 2:

p(s) =s*+ais+as

. al 0
H_<1 a2>
A1:a1>0 o ar >0
Ay =ajas >0 as >0
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8.3.2. Caso particular grado 3:

p(s) = $3 + a18® + ags + ag

aj as 0

H = 1 a9 0

0 a1 asg
A1:a1>0 ar >0
Ags =ajas —a3 >0 & az >0
A3:a3A2>0 aias >0

8.3.3. Resultado algo mas general

Teorema 31. Si todos los menores A; son no nulos, entonces el nimero de raices que tienen parte real
positiva es igual al nimero de variaciones de signos de la sucesion:

8.3.4. Significado

X=At)X+b(t)

X (to) =Xo X (t) = R(tto) Xo+ X, (t)
X'(to) =Xy X'(t) = R(t,to) Xo + Xp (2)
donde X,, () = [; R(t,7)b(r)dr.

Si el sistema es asintoticamente estable, entonces X (t) —— 0, X' (t) —— 0.
t—00 t—00

X' (t) — X (t) = R(t,t0) (Xg — Xo) —— 0

t—o0

A dicho X, () se le llama estado estacionario.

Si el sistema es estable, pero no asintoticamente estable, lo iinico que podemos decir es que la diferencia
entre dos soluciones esta acotada.

8.4. Estabilidad y transformadas de Laplace

adj (s, — A)
pa(s)
Donde los ceros del denominador (los polos) son los valores propios de A.

L (etA) = (sI, — A)~' =

(s, — A)! = adj (sI,, — A)
" pa(s)
y tras simplificaciones, obtenemos:
_ G (s)
I, — A" =
(S ) Pin (3)

84



8.5. «Volumeny» entre las soluciones

V(1) =V (to) efjo Tr(A(s))ds

9. Meétodos numéricos para problemas de valor inicial
9.1. Meétodo de Euler

x (tl) ~RIr = (t(]) + (to) (tl - to) =xz90+ f (to, l‘o) (tl — t(])
Esto se llama Método de Euler (progresivo). De esta forma si queremos saber el valor de la funcion en un
T, lo que hacemos es particionar el intervalo en N partes y calcular:

x1 =9 + f (to, z0) (t1 — to)
ro = x1 + f (t1,71) (t2 — 1)

oy =xn-1+ f(tn-1,on-1) (Ev —tN-1)
El método es de orden 1. Si cogemos la anchura de los intervalos como h = t; —t;_1 Vi = 1,..., N, si
tomamos % el error cometido seré la mitad.

r=1+1—

2(0) =1 2 Nos piden hallar x (5) con cinco subintervalos.

Ejemplo 61. {

to=0,t1 = 0,2, 8y = 04,13 = 0,6, 1, = 0,8, {5 = 1
w1 = 20+ hf (to,w0) =1+ 0.2f (tg = 0,20 = 1) =1+ 02(1 +0—2-1) = 0,8
@y = a1+ hf (t1, 1) = 0,8+02f (t =022 =0,8) =08+02(1+02—2+0,8) = 0,72
x3 = x9 + hf (to,z2) = 0,71
x4 = x3+ hf (t3,23) = 0,75
x4 =x4+ hf (tg,24) =
x (1) =z (t5) =~ x5 = 0,81

9.2. Meétodos de Taylor
Para orden 2 tendriamos:
2 (t) = w0 + & (to) (b1 — t2) + %x (to) (t1 — t0)?
o (t) = f(tz(t)
4 oy of - (of of
HO = g ) = G e+ ez = (5 5r)

_ Lrof of 2
r1 =m0+ f (to) (t1 — to) + 5 <8t + o >(to,zo) (t1 —to)

85



9.3. Otros métodos

9.3.1. Integrando

t1 t1
x (t1) — z (to) :/ z(r)dr = f(ryx(r))dr

to to

t1

x(t1) =x0 + t f(ryx(r))dr

Estos métodos consisten en aproximar el valor de la integral.

to
F(r)dr

t1
Aproximando por el valor a la izquierda:

/tQ F(r)dr ~ F (o) (b1 — to) = f (to, 2 (o)) (1 — to) <

t1

r(t1) = ’ f(m,2(t) = x0 + f (to, z0) (t1 — to)

to

Esto se llama método de Euler (regresivo).

/ttl F(r)dr =~ % (F (to) + F (to)) (t1 — to)
r1 (t1) =~ 20 + % [F (to) + F (t1)] (t1 — to) = 2o + % (F (to. 20) + [ (tr. )] (11 — to)

Este método se llama Euler (mejorado). Esto ultimo son métodos implicitos: el valor de 1 aparece a
ambos lados, hay que resolver la ecuacion.

. T=1+1-22
Ejemplo 62. { 2(0) = 1
z1 = z0 + f (t1,71) (t1 — to)
1 :CC()—l-(l—i-tl —23;1) (tl —to)
B 1
142(t —to)

Esta ecuacion puede resolverse por el método de Newton.

1 (o + (t1 —to) (1 + t1))
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9.3.2. Método de Runge-Kutta (clasica)

h
$1=9€0+6[k‘1+2k2+2k‘3+k‘4]

k1 = f (to,zo)
h h
ko= f <to + 5770 + 21€1>

h h
hs = f (to + 5070 + 2k2)

ha = f (to + h,xo + hks)

10. Ecuaciones no lineales

siendo f: D C R x R® — R” continua.
x = (z1,T2,...,2y)
Solucion: z =y (t) con v : I C R — R"™ con I un intervalo que satisface:

dy

L) =F(ty() veel

En los extremos de I debe interpretarse la expresién anterior como la derivada lateral.

Definiciéon 14. La ecuacion diferencial & = f (¢, z) se dice auténoma si f no depende (explicitamente) de
t. Analogamente se dice no autéonoma si f depende explicitamente de .

11. Ecuaciones escalares autonomas

Conn:lyfnodependedet.Esdecir:{x:f(x) vf:DCR—R.
z (to) = o

(z—f(ac)@d:r—f(:r)dt@f(lw)dx—dt

Integrando en el intervalo de extremos tg, ¢, donde x vale xg y x (t), obtenemos:

x 1 t
——dx = / dr=t—1o
/QC() f(X) to

y de la ecuacion anterior despejariamos « como funcion de t.
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A/ 2
Ejemplo 63. Tenemos {x =Vitz :
x (to) = xo

=Vi+a22edr=V1+22dt & —— / /dT<:>
\/ \V 1 + X to
< arcsinhz — arcsinhzy = t — tg < arcsinhz =t — ty + arcsinhzy <
< x = sinh (¢t — tp + arcsinhzg)
Lo anterior es una solucién del problema de valor inicial.
Podriamos hacer lo anterior con integrales indefinidas:
dx /
——== | dt & arcsinhz =t +¢
/ V1422
y ahora tendriamos que ajustar las constantes. En ¢t = 0, x = ¢, luego:
xog = sinh (tg + ¢) & ¢ = tp — arcsinhzg
Ejemplo 64 & =g
JEmPIO B% 2 (0) =1
d 11" 1
&g / /dT—t<:>|::| —tel-—=t
dt X1 T
z—1 1
& =tsr—l=stezrz(l-t)=lor=—-
z 1-1¢

El dominio natural de ﬁ es (—oo,1) U (1,00), de forma que tenemos que quedarnos con el intervalo
(—00,1). Como vemos, el dominio donde la solucién esté definida es méas pequeno que el que se esperaba.

Ejemplo 65. & — 323
x 1
@t—tgz{xﬂ :x%—x(?(:)

o

dx

dt = —;
33

3
1 1
@x%:xg—l—t—t()(:)x: (wg—i-t—to)

Siz(0) =0t =0yxzo=0yax =t Notese que = (t) = 0 V¢ también es solucién de la ecuaciéon del
mismo problema de valor inicial. Notese que la integral:
x dX

= T 00

es impropia en todos los puntos donde se anule f.

Definiciéon 15. Un punto de equilibrio de la ecuacion diferencial & = f (z) es un punto = = p tal que

f(p)=0.

Proposicion 14. Si z = p es un punto de equilibrio, entonces x (t) = p (constante) es una solucion de

{irzf(x)

con dominio R.

z (to) =
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Demostracion. En efecto:

vVt e R

O]

Para estudiar lo anterior, vamos a utilizar los diagramas de fase, en los que se pinta la recta real
marcando los puntos de equilibrio y el signo de f mediante una flecha.

Definiciéon 16. Recordemos que una funciéon f es una terna (A, B,G) donde G C A x By A, B son
conjuntos que cumple:

» Va € A3be€ B tal que (a,b) € G
» Si(a,b),(a,c) € G, entonces b = ¢

donde A recibe el nombre de dominio, B recibe el nombre de codominio y G es el grafo de f. Ademaés:

(a,b) € G b= f(a).

Observacion 17. Dos funciones con dominios distintos son funciones distintas.

. . T =
Ejemplo 66. Por desarrollo en serie {x 0) =1

z(t) = ag + art + agt> + - + apth + ...
:'B:al—|—2a2t+---—|—k:aktk_1+...
2% = a% + 2apa1t + a1t2 + ...

De la igualdad & = 22, deducimos que a, = 1 Yk > 0. Asi, la solucion es:

x@):1+t+ﬁ+~~+¢sz—?

Lo anterior es solo valido para t € (—1,1).

Observacion 18. Anteriormente obtuvimos la solucién del ejemplo anterior mediante otro método. Notese
que las soluciones son distintas, porque los dominios lo son.

Definicién 17. Cuando encontramos una soluciéon de una ecuacion diferencial y sabemos que existe otra
soluciéon con un dominio mayor que contiene al dominio de la que hemos hallado decimos que la solucién
es no maximal o que es prolongable.
3 st t<0 0 si t<0
Not 1 ej lo 65, la funcié t) = . N t) = . _
otese que en el ejemplo 65, la funcion z (t) {0 S £ 0 y x(t) {t3 G 50

&= [(x)
x (to) = o

Proposicion 15. Sea x = 7, (t) solucion de { definida para todo t < tg y sea xo = 2 (t) otra

solucion definida para t > tg. Entonces:

_ {’71 (t) t<to
xr =
Y2 (t) t > 1o

es también solucion de & = f (x) y x (to) = xo.
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Demostracion. v es continua en tg:

lfm 7 (¢) = lm v (t) = 71 (to) = 20

t—>t6 t—to

lim 7 (t) = lim 72 (t) = 72 (to) = 20

t—td t=to

Como ambos limites coinciden, v (t) es continua.

(to+h)—$(t0) (t0+h) 71 (to)

1/ = l’ = A t - t -
Jim hi>0* Y (to) = f (11 (o)) = f (o)
) x(t0+h)—x(t0) (to+h) 2 () _
1 =1 =4y (tg) = to)) =
Jim, 0 hgé1+ o Y2 (to) = f (72 (to)) = f (x0)
Como ambas expresiones coinciden, 7 (t) es derivable. Ademas, 7 (t) es solucion de la ecuacion diferencial
porque 1 (t) y v2 (¢) lo son. Por ultimo el valor inicial es v (tg) = 71 (to) = 0. O

Proposicion 16. Sea z = v (t) solucion de & = f (z) definida en (a,b). Sea tg € R. Entonces, la funcion
x =y (t—tog) es también solucion de la ecuacion diferencial © = f (x) y estd definida en (a + to, b+ to).

Demostracion. Sean(t) = (t — tp). Su dominio es (a + tg, b+ to) ya que el de v es (a,b). Por la regla de
la cadena, tenemos:

D)= STt~ t0) Tt —t0) = S (1) = F (v (¢ — 10)) = £ (0 1)

Ambas expresiones son iguales porque:

dy
— (1) = t t
T W=7 ) v
O
Observacion 19. Noétese que i) (tg) = 7 (0). Asi que 7 es solucion del problema de valor inicial {xx(t:)f (32 o
0) = To

{HL"Zf(J«")

2(0) = 20" A partir de ahora, podremos suponer, sin pérdida de generalidad, tg = 0.
= Zo

Observacion 20. Con esto, podemos dar atn més soluciones para el ejemplo 65:

0 t<T
x(t):{(t—T)3 t>T

3
x(t):{(t—T) t<T

0 t>T
(t—T)° t<Ty

a;(t): 0 T <t<T5
(t —Ty)* Ty <t

Es decir, las ecuaciones no lineales escalares auténomas tienen los siguientes problemas:
= 1o unicidad

= prolongacién de la solucién
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= empalme de soluciones
= restriccion de soluciones

= traslacion de soluciones

Observacion 21. Hasta ahora, sabemos que la solucién del problema de valor inicial {; (g)f (3;) viene
=To
dado por:
t=[ —dy
2o I (X)

Ejemplo 67. Supongamos f (r) = 22 —3z + 1 = (z — 2) (z — 1). Hagamos su diagrama de fases:

- 12—
Asi, si x = 7 (t) es solucion, entonces:

dy ) :
f>0= % (t) = f (v (t)) > 0=~ mondtona creciente
d~y , .
f<0= s (t) = f (v (t)) < 0=~ monédtona decreciente

11.1. Existencia y unicidad

{;(g)f (? con f:J CR — R con f continua en J y J un intervalo abierto.
= o

xr

1

— —dy

zo [ ()
Teorema 32 (de existencia local). Dado xg € J consideramos el problema de valor inicial & = f(x) y
x(0) = xp.

t

» Sixzg es punto de equilibrio, f (xg) = 0, entonces © = xy constante es una solucion del problema de
valor inicial con dominio R.

» Sizg es un punto ordinario, f (xg) # 0, consideramos K, el mayor intervalo que contiene a xo y en
el que f no se anula. En ese intervalo, definimos la funcion Ty, : K, — R mediante la formula:
|

Ty (7) = . mdx

Entonces:

o Ty, es inyectiva y su inversa & = 1y, (t) = Tt () es una solucion del problema de valor inicial.

Su dominio es un intervalo abierto I, = Ty, (Kzy) y su recorrido es Ky, .

e (Unicidad local) St x =~y (t) es una solucion del problema de valor inicial que toma valores en
K, y tiene dominio I C R (es decir, v (t) € Ky, Vt € 1. Entonces I C I, y v (t) = ng, (t) Vt €
I

Demostracion.
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= Si g es un punto de equilibrio, x (t) = xo constante V¢ € R es solucion.

dz d

y z (0) = zp.

» Si o es punto ordinario, T, esta bien definida en K, (pues la integral es propia). Por el teorema
fundamental del calculo, T}, es continua y derivable en el intervalo abierto K,, y su derivada es

1
Tg’co (x) = m En K,,, f tiene signo definido, por lo que T}, es estrictamente mondtona, por lo

tanto, inyectiva. Sea I, la imagen de Ty, Iy, = Ty (K ). Iz, €s un intervalo abierto, por ser Ty,
monoétona y K, un intervalo abierto. La restriccion a la imagen 15, : Kz, — I, es biyectiva y, en
consecuencia, invertible. Sea 1,, = T;Ol. Veamos que es solucion:

dng, dr;t 1 1
() = —> () = 37 = a7 = [ (o (1)) ¥t € T
dt dt T (T () =™ (e (1)
0 1
asi que es solucion de la ecuacion diferencial y 7, (0) = xo ya que Ty, (zo) = / mdx =0.
T X

El dominio de 1, es I, por definicion, y su recorrido es nzy (Iny) ya que gy = Tpol vy Toy (Kzg) = I, -
Vamos con la unicidad local. Sea v : I C R — R otra solucién del problema de valor inicial tal
que 7y (t) € Ky, Vt € I. Veamos que Ty, 0y : I — R es Ty, 0oy (t) =t Vt € I (identidad). Dicha
composicion esta bien definida, ya que Im(y) C K, = Dom (T%,). Su derivada es:

C Lo )= T2 (1) T (1) = e f(r (1) =1

de forma que Ty, oy (t) =t + ¢, con ¢ € R. Evaluando en t = 0:
¢ = T (7(0)) = Ty (x0) = 0

de manera que Ty, o7 (t) =t Vt. Asi, y coincide con 7, = Ta;)l en I.

Observacion 22. Notese que la formula:
xX
1
t= ——dx
20 F (X)
nos da el «tiempo» que cuesta llegar desde xg hasta z.
Observacion 23. Para hallar el dominio I, de 7, recuérdese I, = Ty, (Kz,).
» Sif>0en Ky, Kyy = (, 8), Izy = (T () , Ty (B)). Los extremos anteriores se entienden como
limites.

» Sif<O0en Ky, Kyy = (o, 8), Iy = (T (B) , Ty ().

Ejemplo 68. & = (z — 1) (z — 3)
—1+3—=
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w Sizg >3, Ky = (3,00). 1z, definida I, = (T, (3), Ty, (00)).

= Sixzg € (1,3), entonces K, = (1,3).

Iny = Ty ((07 3)) = (vao (3) s Ty (1)>

3 1
T = | G

! 1
L) = [ g

IIO = (_007 OO)
» Sixzg € (—o0,1), entonces, Ky, = (—o0,1):

Iy = (Two (—o0) s T (1))

o 1 1 zo— 1
Tpo(—0)= [ ——— dz=-In
o ( ) /IO (x—1)(x—3) 2 x0—3‘
Ty (1) = 00
1 2?0*1
Ixo—(2ln xo_3‘,oo>
Soluciones:
z 1 1 —1 1 —1
t:TIO:/ 1 dy=—im|® |+ MED ‘
20 (X—1)(x —3) 2 z—3 2 o — 3
» Siz € (3,00):
1 —1 1 -1 1 —1 —
t=-In20 —Zm?Z = ln(xo )(z=3)

=
2 290—-3 2 -3 2 (z—1)(zo—3)
w_ (@—1)(@=3)
(x—1)(xo—3)
2 (zg —3) 1. x9—1
Sr=3 Vie | —oo, =1
T o — D)o — (10— 3) M -3
Notese que esta solucién es maximal, porque no podemos extender la funcién de forma continua en
un punto en el que ésta diverge.

€

@ —-1D(x-3)=(@—-1)(rn—-3)e* <

» Siz e (1,3):

2 (zo —3)
(zo — 1) e* — (w0 — 3)
Notese que esta situacion es maximal.

=3+

Vt € (—o0, 00)
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s Siz € (—o0,1):
€ ( ) 2 (o — 3) i e <1ln OO)
(xo — 1) €2t — (g — 3) 2 ’

Notese que esta solucién es maximal, porque no podemos extender la funciéon de forma continua en
un punto en el que ésta diverge.

-1
z =3+ 0

w0—3

Teorema 33 (prolongabilidad). Sea xg € J un punto ordinario. La solucion 1y, = Tr_gl del problema de

= f(z)

valor inicial {5(0) oo €8 prolongable si y solo si existe un extremo p de K, que es un punto de equilibrio
= Zo
y Ty, (p) es finito.

Demostracion.

» <) Supongamos que f (z) > OVz € J, es decir, supongamos que tenemos el siguiente diagrama de
fases — p con f (p) =0, Ty, (p) =T € R. Entonces:

s=r= {0 1]

es continua pues:
lim t) =
h ano ( ) p

al ser Ty, (p) = T y derivable. En consecuencia, 7y (t) es una soluciéon con dominio mayor; ya que, si
Jzo = (a0, T'), entonces el dominio de v (t) es («, 00).

= =) Si 7y, es prolongable por la derecha:
Nao + (@, B) — R,y : (o, +€) — R
con e >0y =T, (p). Entonces:
B < B+ €= [ es real (finito)

es decir, 8 = Ty, (p) € R.

Wi

w

TP z=0esun punto de equilibrio.

Ejemplo 69. { =
Zo

x (0)
» Tomemos zp € (0,00). Iy, = (Ty, (0), Ty, (00))

<1
TxO(oo):/ ydr = 0o
xo 3T3

T (07) = =0
Iy = (_\3/1'707 OO)

» Sizg € (—00,0):
Ipy = (Txo (_OO) s Ty (0)) = (_007 _\3/370)

zo € (0,00) = Ty, (0) = —/x9 € R = prolongable
xo € (—00,0) = Ty, (0) = —xg € R = prolongable
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Teorema 34 (Unicidad de la soluciéon de equilibrio). Sea p € J un cero aislado de f. Consideramos las

integrales tmpropias:
/p ! dz / ! dz
f(x) p [ ()

La solucion de equilibrio es unica si y solo si ambas integrales son divergentes.

Demostracion. Supongamos que alguna de ellas es convergente. Para fijar ideas — py [ P ﬁdx converge.

&= f(x)
x(0) =z

Tomo xq a la izquierda de p tal que no haya ningin otro cero de f entre zg y p. La solucién de {

es Ny, : Iz, — R. Si denoto I, (a,T) con T =Ty, (p) = ffo ﬁdx (finito). Entonces:

y(t) = {77930 (tp +T)  te (taZ—OT, 0)

f(x)
0)=p

es solucion de { . Na, €s solucién; x = p contante, también es solucién y en ¢t = 0 es continua:
x

—~

lim t) = lim p =
t—>0+7( ) t—>0+p p

lim « (t) = tglg)l_ Nao (E+T) =0z, (T) =p

t—0~
&= f ()
z(0) =p
Reciprocamente, supongamos que la solucién de equilibrio no es tnica. Si ambas integrales son diver-
gentes, llegamos a una contradiccién. Sea v : I — R una solucién distinta de la de equilibrio; entonces
v (t) # p para algun t. Tomo ty cercano a 0 y tal que v (tg) = xo # p. El tiempo que cuesta llegar de z¢ a
p (a través de 1y, ) es to y, por otro lado, tenemos:

ya que T, (p) = T. Por tanto, la solucion de { no es unica.

P
w0 [ (%)

que es divergente por hipotesis. O

dx

to =

Ejemplo 70. & = (z — 1) (z — 3). Estudiemos las integrales:

1 1 1
/(a:—l)(x—z’))d"’” /1<x—1><x—3>d‘”

3 1 1
/<x—1><w—3>dx /3<x—1><x—3>d$

Todas estas integrales divergen.

Ejemplo 71. = = —% 5 x
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Proposicion 17. Sea p un cero aislado de f. Si f tiene derivada lateral finita por la derecha en p,
entonces:

diverge. Lo mismo por la izquierda y fp ﬁdx.

Demostracion.

j

Ji (p+) — lim f(z)—f(p)

z—pt

=meR

T |

Entonces, por definicién del limite, Ve > 0,36 > 0 tal que si 0 < x — p < § entonces:

m—e<M<m+e

» Si f(x) >0 ala derecha de p:
m—e€ 1 m+e

< <
f@) "z—p  f(2)
La integral de la expresion central diverge:
/ 1
pt—D

diverge. Luego el término de la derecha también divergira:

(m+6)/pf(1x)dx

diverge.
= Analogo si f es negativa.
O

Corolario 2. Si f es derivable (o al menos tiene derivadas laterales finitas en todos los puntos de equili-

z(0) =z

que <estany entre dos puntos de equilibrio tienen dominio (—oo, 00).

brio), entonces { f () tiene solucion unica cualquiera que sea xg € J. En particular, las soluciones

Ejemplo 72. Consideremos la funcién & = |z|. f/ (07) =1y f/(07) = —1. En este caso, la solucion serfa
tnica. £ = /x no es derivable en 0 y, ademaés, no tiene soluciéon tnica.

Ejemplo 73. Tenemos un vaso cilindrico de radio R relleno de liquido hasta una altura y. En el lateral
del cilindro, a una altura h de la base hemos colocado un orificio circular de radio r. Sea v la velocidad a
la que sale el agua por dicho orificio. Por la fisica, conocemos:

g = —7rr2v
dt
V = 1Ry

v=1/2g(y—h)
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R TR
d 2
T (CORE R SRR

Asi, llegamos a:

h «+
. |avy—h y>h
¥= 0 y<h

Si estudiamos la integral:

h
1
| =
y—nh
converge. Fsto nos plantea el siguiente problema: la solucién de equilibrio no es tnica. Tenemos varias
soluciones y = h, o cualquier solucién que acabe en el punto de equilibrio. Es decir, el sistema es determi-

nista hacia el futuro, pero si mi sistema esta actualmente en la posicién de equilibrio, no sé cuando se ha
vaciado el vaso o si se ha vaciado siquiera.

12. Ecuaciones escalares no auténomas

{gfn (:tO) g’;g

. dz _ ;2
Ejemplo 74. 3 =tz

d “d ! " 1
= —pdt = >2<=/7'd7'<=>[—] —-P-) e
x on to X 2

11 1y oy 11 1, o L5 (P —tf) w0
<:>£U0 :U_2(t to)@w_azo 2(t to)_ z0 <
T
= xr =

1@ - B

En general, las soluciones van a venir dadas de forma implicita.

12.1. Ecuaciones separables

& =g(t)h(z)
Estas ecuaciones pueden resolverse de la siguiente forma:
dz dz

T =g h(@) e g(t)h(w)dt &

Asi, obtenemos una solucién implicita.
Observemos la ecuacion:

dx
h @) :g(t)dt@/h(z) :/g(t)dt

dz 1
w10 E

Y podemos expresar el término izquierdo como la diferencial de una funcién F:
OF

dF (t,x) = %};(t,x)dt—i—&c(t,w)dxzo

dz —g(t)dt=0
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12.1.1. Ecuaciones exactas

&= f(t,x)
der — f(t,z)dt =0« P (t,x)dz—P (t,x) f (t,x)dt =0 &
=Q(tw)
& P(t,z)de 4+ Q (t,z)dt =0

Esto se llama «unay» forma diferencial de la ecuacion diferencial.
Definiciéon 18. Si existe una funcion F (¢, x) tal que:

oF

B (t,z) = P (t,x)
OF
o (tx) =@ )

entonces se dice que la ecuacion diferencial es exacta. La funcién F' se denomina funciéon potencial.

Teorema 35. Supongamos que P (t,x) y Q (t,x) son funciones de clase C* en un abierto en D C R? y
supongamos que la ecuacion diferencial P (t,z)dz + Q (t,x)dt = 0 es exacta, con funcion potencial F.
Una funcion x = v (t), con v : I CR — R con I intervalo, es solucion de la ecuacion diferencial si y
solo si F'(t,v(t)) = cteVt € I. Si (to,x0) € D es un punto tal que P (to,x0) # 0, entonces el problema de
valor inicial Pdz + Qdt = 0, = (tg) = x¢ tiene una unica solucion (local) que se obtiene al despejar x en
funcion de t de la ecuacion F (t,z) = F (tg, zo).

Demostracion. Six = (t) es soluciéon de la ecuacion diferencial, es decir:

Pty ()7 () dt+Q (¢, (t))dt = 0

Entonces:
d oF 15) dvy

SF(7(0) = 5 (6 () + 5 (67 (1) S () =0

~~

=Q(t,(1)) =P(t,y())
donde la ultima igualdad se cumple por la expresion anterior. De forma que F' (¢, (t)) es constante V¢ € I
(dominio de 7).
Reciprocamente, sea © = v (t) una funcion tal que F' (¢, (t)) es constante:

0= HF (1 (0) = 5 (tr () + 5 (67 () () =
= Q.7 () + P51 ()41

Es decir, v es una solucién de la ecuacién diferencial.
Supongamos (tg, z9) € Dy P (tp,x0) # 0. Consideremos la ecuacion:

G (t,z) := F(t,x) — F (tp,x0) =0

De la ecuacion anterior conocemos la solucion (tg, xg); por el teorema de la funciéon implicita, existe una
tnica solucion local z = «y (t) con xg = 7y (tp) definida en un intervalo en torno a zp y con imagen en un
intervalo abierto en torno a ¢y en el cual la funcion es derivable siempre que:

oG

e (to, o) # 0
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0G OF
0 75 % (to,xo) = —-— (to,.ili()) = P(to,xo)

Ox
Por el resultado de la primera parte (F'(¢,7 (t)) = cte = 7 solucién) se tiene que 7 es solucion de la
ecuacion diferencial y v (¢9) = zp por construccion. O
Ejemplo 75.
s _ %
t+o

(t+z)t+2=0
(t+z)dx+2dt =0
oF _, . or_
or ot
22
F(t,a:):?—i-ta?:c

t+x T

Esto es la solucion implicita. Hallemos la explicita:
r=—t+Vt2+¢

Si ademas z (0) = 1:
l=2(0)=+V/cec=1

r=—-1+Vt2+1

Siahorat=0yz=1:

1
§+0:c<:>a:2+2tx—1:0<:>x:—ti\/t2+1

En este caso, hay que volver a reajustar:
1=2(0) =0+ V1= la raiz positiva

Siz(l)=-1:

En este caso es P (1,—1) =0.

r=—t+Vt2 -1

no es solucién del problema de valor inicial pues no es derivable en ¢t = 1.
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12.2. Caracterizacion de exactas

Teorema 36. Sean P (t,z) y Q (t,z) continuas en el intervalo [a,b] x [c,d] y de clase C' en (a,b) x

Entonces la ecuacion diferencial P (t,x)dx + Q (t,z) dt = 0 es exacta si y sélo si:

oprP 0Q

N (t,z) = . (t,z) V(t,z) € (a,b) x (¢,d)

La funcion potencial F puede hallarse por medio de:

F(t z) /Q d7+/ P (t,x)dy

Demostracion. Supongamos que P (t,x)dx + Q (t,x) dt = 0 es exacta: IF tal que:

8F OF

el L _p
=« oz

Como P, (Q son de clase C!, se tiene que F es C?, de manera que, por el teorema de Schwarz:

O’F (t.2) = O°F
ozot " T dtox

L OP 0 (OF\ 0 (0F\ 0Q
ot _ot\oxr) oz \at) ot

Reciprocamente, supongamos que:

(t,z) &

or _9qQ
ot Ox
Defino: .
Fi(ta) = [ Pt dx
Asi: OF

oF
y F1 (t,¢) = 0. Veamos que la diferencia entre Q y a—tl s6lo depende de t.

Q=i | =9 otor ~ 0x 020t 9r 9t \ oz o o

[ 8F1]:8Q O°F 0Q PR 9Q a(aza):aQ OP

el ultimo paso es por hipoétesis. Sea:

0F,

At):=Q (t,z) — r (t, )

- tA(T)dfz t Q(T,m)—@(ﬂ@ dr
/ [ |emn-%

Entonces F (t,z) = Fy (t,2) + ¢ (t) es una funciéon potencial:

y definimos:

oF oF
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OF . OF Ao OF OB,
Explicitamente:

Pt =R +o = [ Peac [ o -5 )] ar

donde la integrando de la segunda integral inicamente depende de ¢t. En consecuencia, puedo tomar x = c.

F(t,x):/jpa,x)dw/: [Q(T,c)—%f;l(m)] dr

Ahora, tenemos que ver que el segundo sumando del nicleo de la segunda integral se anula. Recordemos:

Fi(te) =0Vt = é)é)};l(t,c) —0

En consecuencia, obtenemos:

F(t,x):/CxP(t,X)dx+/atQ(T,c)dt

Ejemplo 76. (t2 + x) dx + 2tzdt =0

% (+2) = 6% (2tx) = 2t

Luego la ecuacién es exacta:

a—F—t2+x
or

$2
F(t,x)—/(t2+:r)dx+¢(t)—t2x+2+q§(t)

2t:c:%—f:th—l—O—i—qS'(t)@(l)’(t):0<:><Z>(t):C

Asi: 1
F(t,z)= §:r2 +t?z+C

En realidad, esto puede hacerse a ojo:

1 1 1
(t*+1)dz + 2tzdt =0 < d <2x2> + t?da + 2twdt = d <2x2> +d(tPz) =d <2x2 + t2:r) =0«

1
<:>§x2+t2:v:C

En vez de integrar la P, podemos integrar primero la x:

F(t,x) = /Qt:vdt = zt’ 4 ¢ ()

t2+:1::g:t2+¢’(x)@¢’(x):x@¢(x):;x2+0:>

1
= F(t,z) :xt2+§xtQ+C
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Observacion 24. Recordemos que una ecuacién diferencial no es exacta, su forma lo es. Es decir, depen-
diendo de cuél sea P, puede ser que la forma que obtengamos sea exacta o no.

Ejemplo 77. & = —27”6

Multiplicando por ¢:

tdx + 2xdt =0
0 0
Sin embargo, si multiplicamos por t2:
0 0
2t = — = — (2tx) =2t
o1 () = 55 (20)

Asi: c
d(th) :0(:>t2x:c<:>a?:t—2
12.3. Factores integrantes

Definicién 19. Dada una ecuacion diferencial P (¢,z)dx + Q (¢t,z) dt = 0 una funcion u (¢t,2) # 0 tal
que p(t,z) P(t,z)dz + p(t,z)Q (t,z)dt = 0 es exacta, se llama un factor integrante para la ecuacion
diferencial P (t,z)dz + Q (t,z)dt = 0. O, alternativamente si y solo si:

T (4Q) = - (uP)

entonces es exacta.

Proposicion 18 (Ecuacion del factor integrante). El factor integrante p cumple la siguiente ecuacion

diferencial:
L(pon 0wy _0Q _op
7] 8t 8.T o 856 8t
Demostracion. 9 oQ 0 oP
o =~ _Z2t —
A T TR vt
9Q 9P\ _ pon_ Hon
ox ot) = ot Ox
L(pin _on)_ 9 _op
o ot ox N ox ot

O]

En la préctica, se buscan factores integrantes con dependencia «sencillay e (¢, z). Por ejemplo, busco
factores integrantes que solo depende z: u (t,z) = ¢ (z). En este caso, la ecuacion en derivadas parciales
se convierte en una ecuacién diferencial ordinaria que, ademas, es lineal.

, 9Q 9P
T - Q) @) = 5L -5 e
¢ (x) L-%2
o T Q

donde el primer término depende s6lo de x. Si el segundo término s6lo depende x, entonces tenemos una
ecuacion diferencial lineal para ¢, que debemos resolver.
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Ejemplo 78. (2tm2 — xg) dt + (1 — t2x) de =0
Atx — 3z # —2tx
Consideremos  (t,x) = ¢ (x):
¢ (z) (2tz® — %) dt + ¢ (z) (1 — t?2) dz =0
Buscamos que se cumpla:
¢’ () (2tz® — 2°) + ¢ (z) (4tz — 32%) = ¢ (z) (—2tz) &

@) _ 2 = 3y
@¢(l‘)_ $<:>¢() wqb()

La solucion de dicha ecuacion diferencial es ¢ () = x

oax? — 23 1 -tz
x3xdt+ 3 dr=0<«
T T

2t 1 ¢
<:><—1>dt+<3—2>dxzo<:>
X X xr

11 2t t2 I 1
cd(t--)+2a-Sdr=d(t- 1+ Ve Fta="1 - ¢
< 2x2>+x 22 ( 2x2+:c> (t,2) r  2a?

Alternativamente, buscamos un factor integrante que solo depende t¢:
(1) P(t,x)dz + 6 (1) Q (tx)dt =0

¢’(t)P(t,$)+¢%:¢(t)%
¢'(t) 1/8Q 0P
¢>(t)P< )

ox ot

El término izquierdo sblo depende de ¢. Si el término derecho sbélo depende de ¢, obtenemos una ecuaciéon
diferencial lineal para ¢.

Ejemplo 79. zdt + (t2x — t) de =0
Buscamos un factor integrante que sélo dependa de x.

¢'(x) _ 2(tx—1)

¢(x) @

Luego, no me sirve. Probemos uno que sélo dependa de t.

¢t)zdt + ¢ (t) (tPx —t)dz =0

b(t) = ¢ (1) (P — 1) + 6 (1) (2t — 1)

O _ 22 4y = 260

—2(tx—1)¢(t):¢,(t)t(t$_1)<:>d)(t) n t
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Si no conseguimos encontrar un factor integrante que dependa tnicamente de ¢t o de = , se busca un
factor integrante que sea funciéon de la suma, resta, producto, ... de las variables.

pt,z)=¢(t+z)=z=t+zx

wt,r)=¢p(t—x) —sz=t—x
u(t,x) = ¢ (tr) = z =tx
= (2) ==t

Es decir, en general estamos buscando p (¢t,z) = ¢ (z (t,x)). Donde ¢ es desconocida y z es conocida (la
imponemos nosotros).

¢(z) Pde + ¢ (2) Qdt =0
Para que la ecuacién anterior sea exacta, tiene que cumplirse:

0 0
&@5(2)1)):%@5(2)@)@

0 0 0 0
o8 (&) TP o) B =4 (2) o+ 6() 32
CAONNE

¢(2) P%E-QZE
Si la parte de la derecha depende tnicamente de z, entonces hallamos ¢ y ya hemos encontrado el factor
integrante.

Ejemplo 80. Tenemos la ecuacion diferencial:

t? (2sintz + tx costx) dx + tz (3sintx + tx costx) dt = 0

Buscamos un p (t,x) = ¢ (tz) = ¢ (z) con z = tx.

¢ (z) 1 oP 0Q\ 1 1
QS(z)_tQ—xP(@t_é?:):) tr 2z

tx z

Asi, hay que resolver:
(2= 10() = 6(2) =2 = p(t,a) = pltw) = to
3z (2sintx + tx costr) da + t?2° (3sintx + tx costr) dt = 0 &
& d (t*2?sin (tr)) = 0 & t*2?sin (tr) = ¢

En un entorno de un punto (to, o) tal que P (tg,xg) # 0 siempre existe un factor integrante.
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12.3.1. Ecuaciones lineales

& =a(t)+4()

Por ejemplo, imaginemos:
At)de+ (B(t)x+C (t))dt =0

Esa ecuacioén es lineal. Escrita en forma «normaly, tenemos:

B@) C@)

AT AR

El mejor método para resolverlas es el método que vimos en el cuatrimestre pasado. Si no, siempre se
puede buscar un factor integrante que dependa solo de .

6 (t) = Al(t)e— L Bas
12.3.2. Ecuaciones separables
& =g(t)h(z)
dz = g () h (z) dt < h(lx)dx —g(t)dt
En este caso, el factor integrante es:
pa) =

En lo anterior estan incluidas las auténomas.

12.3.3. Ecuaciones homogéneas

En ese caso me estaria quitando el origen (0,0). Por tanto, habria que resolver y estudiar el (0,0).

(z+t)dt + (2° +tz) dz =0

Habria que estudiar la recta « +t = 0 por separado.
También es posible que anadamos una solucién extra:

dt + xdxe =0

Multiplicando por ¢ + x, tenemos:
(t+z)dt+x(t+z)de =0

donde claramente ¢ + x = 0 es solucién, pues la acabamos de meter a mano.
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12.3.4. Funciones homogéneas
La funcién siguiente es homogénea de grado 2:
f(t,z) = 3tx + 2*
pues:
f (A, \z) = 3t Az 4+ (\x)? = A2 (3t + 2?) = N2 f (t,x)
Definiciéon 20. Una funcion f (¢,x) es homogénea de grado p € R si:
F\,Ax) =N f(t,z) VAeR—-{0},V(t,x) € D(f)

Ejemplo 81. f (t,z) = t?> 4+ 222 es homogénea de grado 2.
[ (t,z) = /(2 + 427) es homogénea de grado 3.

FOtAZ) = /A0 +4(A\x)? = I/N (80 + 429) = N3 Y/(19 + 429) = \°

Ahora, estudiemos:

flta) =
1 1 1

f(\t,A\x) = =\ (t,x)

VAT E N AR a2

que es homogénea de grado —1. En este caso, esto es cierto s6lo para A > 0. Ahora, veamos:
2?2 +tx
VaZ 4 t2

es homogénea de grado 1. Estas no son diferenciables en (0,0) en la mayoria de los casos.
Notese que si tenemos una funcién homogénea de grado 0, a menos que sea constante, no sera continua
en el origen, pues el limite direccional es distinto.

f O, Ax) = \OF (t, )

f(t7$) =

Definiciéon 21. Una ecuacion diferencial & = f (t,x) es homogénea si f es una funciéon homogénea de
grado 0.

f (At Ax) = f (¢, @)
Una ecuacion diferencial P (¢, z) dx + Q (t,2) dt = 0 es homogénea si P y @ son funciones homogéneas del
mismo grado.

Observacion 25. Si f es homogénea de grado 0:
flta)=(t-165) =1 (15)

De esta forma, hacemos un cambio de variable u = ¥ y resulta:

_f'_fzf(t,:v)_x _ (ttu)_tﬁzlf(ttu)_ng(l,u)—u
t 2 t 12 t 12 t ’ t t
Asi, obtenemos una ecuaciéon de variables separadas:
du _dt
fLbu)—u t

Igualmente, podriamos haber hecho el cambio u = % y resulta otra ecuacién de variables separadas.
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Ejemplo 82.

_ 2 4 t2
 tx
La funcién anterior es homogénea de grado 0.
T i x4t tw P+ tu
u = — U= ———= = —-—— =
t t 12 t2$ t2 t3u 12
_u2+1 u_u2+1—u2_1
 tu t tu  tu
du 1 e 1 1 22
= sudu=— < -u’=1Inlt 04:;,,7 Inlt|+¢=0
dt tu t 2 ’ ’ + 2 ¢2 ’ ’ +

En forma diferencial P (¢,z) dz+Q (¢, z) dt = 0, con P y @ homogéneas de grado p. Hacemos el cambio
variable u = ¥ & = = tu.
P (t,tu) (tdu + udt) + Q (t,tu) dt =0 &

& tP (¢, tu) du + [wP (£, tu) + Q (¢, tu)] dt = 0
Como P y @ son homogéneas de grado p, tenemos:
ttP P (1,u)du + P [uP (1,u) + Q (1,u)]dt = 0 &

P(1,u)
Q(1,u)+ P(1,u)

que ya es una ecuaciéon de variables separadas.

1

Ejemplo 83.
_ 22 412
otz

& todr — (22 +7) dt =0
Tomando x = tu.
te (udt + tu) — (z* + ) dt =0
ttu (udt + tdu) — (Pu? + %) dt =0 &
& u(udt +tdu) — (v +1)dt =0 =

dt
<:>(u2—u2—1)dt—|—tudu:0<:>—7+udu:()<:>

@121\1” 121\t\

—u"—Injtj=c= -— —Injt| =c
2 2 12
) dt

Observacion 26. Se puede ver que si P (¢,z)dz + Q (¢, 0 es homogénea, entonces:

1
xP (t,x) +tQ (t,x)

p(t x) =

es un factor integrante.
Notese que si:
xP(t,z) +tQ (t,x) =0
entonces:
Pz
Pt
v la ecuacién es lineal.
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12.4. Trucos y recetas

Hay millones.

Bt—x+5)de—(z+t—-1)dt=0

Si hallamos la interseccion de las rectas 3t —x +5 =0y z +t — 1 = 0, obtenemos que el punto de corte
(—1,2). Asi, usando el cambio de variable w =t+1l&ot=w—-1lyv=2—-2zr=v+2.

Bw—-3-v-24+5)dv—(v+24+w—-1-1)dw=0«&
< Bw—v)dv— (v+w)dw =0
que es una ecuaciéon homogénea.

Ejemplo 84 (La catenaria). Posicionamos nuestro origen en el punto més bajo de la cuerda. Llamamos
p a la densidad del cable. Asi m = pL (x). Aplicando la segunda ley de Newton:

pL(x)g="Tsin0

To =T cost

Dividimos ambas ecuaciones, obteniendo:

pL(z)g

7L (@) = tanf = ()

Por curvas, sabemos que:

:/Om\/l—ky’(s)st
y'<x>=’;i/0x 1ty (s)%ds

Y () = 22\ 1+ o ()?

Derivando, obtenemos:

To
Usando el cambio de variable p = 1/, obtenemos:
r_ P9
1 &
b= To + p?

(:)dp—pg\/1+p de & ——

Como z =0 < p =0, obtenemos ¢ = 0. Asi:

Py To (pg )
T sinh dx = — cosh +c
viw) = / (TO ) PY To

Con las condiciones iniciales x =0y y = yo:

i = (5e) -]
x) = yo + — |cosh —1
2/() Yo 00 T,

dx<:>p—smh<pg )+c
To

V1 +p2 T
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13. Existencia y unicidad

con x = (z1,...,%,) € R". Es decir:
f:DCRXR" — R"

donde (tg,z¢) € D. La solucién es una funcion:
v:ICR—R"

con [ intervalo que cumple:

D=t viel

Supondremos que f es continua en D y que Des abierto y conexo. Notemos:

(t,v(t) e D Vtel

13.1. Forma integral del problema de Cauchy

Proposicion 19. Sea f : D C R x R™ — R” una funcion continua y v : 1 C R — R™, I C R intervalo,
tal que (t,v(t)) € DVt € 1. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. v es derivable y es solucion del problema de valor inicial:

2. v es continua y satisface:
t

v (t) =20+ t f(ryy(r)dr Vtel

Demostracion.

ol

TO=Ft7®) Vel () =g

td’y t
/to E(T)d’l': . f(r,y(r)dr &

Sy () —v(to) =71 —z0 &

v (t) = 0 + t f(ry(r))dr

Ademés, v es continua por ser derivable.
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m 2)=1)Sivy(t) =20+ j:; f(m,v(7))d7T y v es continua, entonces y es derivable, ya que:

T— f(1,7(7))

es continua por ser composicién de funciones continuas, por lo que:

t
[y (r))dr

to

es derivable y asi:
t

ot | [y (r)dr =~ (1)

es derivable, por el teorema fundamental del célculo integral. La derivada de « es:

T =g (w0 [r@aener) = reao)

De forma que v es solucion de la ecuaciéon diferencial. Ademas en t = tg, tenemos:

to

v (to) = o + ) f(ry (7)) dr =0

La propiedad 2 recibe el nombre forma integral del problema de Cauchy.

13.2. TIteracion de Picard

Tomamos g (t) = o constante. Ahora:

t

71(75):300—1— i f(T,’)/o(T))dT

t

Y2 (t) = xo + t f(rn(r))dr

t

Tn+1 (t) = 2o + \ f (7-7 Tn (7—)) dr

Tenemos que ver:

t

t
v (t) = nh_>nca>O Ynt+1 (t) = 2o + / h_}nolo f(ryyn (7))dr =20 + / f (7‘, nh_}n(a)O Y (T)) dr =

to n to

Ejemplo 85.
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t t
’Yl(t)zwo-i-/o f(T,’)/()(T))dTZI—I—/O 1Pdr =1+t

t t
) =a+ [ frm@ar=1+ [ 00t -

1
:1—|—t—|—t2—|—§t3

2

t t
v3<t>=xo+/0 f<r,72<7>>dr=1+/0 (1+T+T2+;T2> dr —

2 1 1 1
=14+t+2+8+ 20+ 200 + 289 + —¢7
O St o S

Puede verse:
Yo (@) =1+t + 2+ "+ 1" p(2)

donde p (t) es un polinomio. Suponiendo que todo va bien, debe ser:

F(t) =limy, (1) =1+t +t2 -t - = T Vit <1
n —
Ejemplo 86. '
X =AX
X (0) = Xo
Aplicamos el método anterior:
Y (1) = Xo

t
’71(t)=X0+/ A’y()(T)dT:XQ-i—tAXO
0
t t
’yg(t):Xo—i-/ A’yl(T)dT:Xo+/ A(Xo+T17AXo)dr =
0 0
t
1
= X+ tAX, + A%2X, / TdT:X0+tAX0—|—§t2A2X0
0

t t 2
s (1) = Xo +/ Ay (1) dr = X, +/ A <Xo +rAXo + ;A2X0> dr =
0 0

t3
3!

Y (t) = (Z ;,Ak> Xo
k=1

(1) = lm 7, () = X
n—00

1
= Xo+tAXo + 5t?A?XO + —A%X,

111



13.3. Funciones de Lipschitz

Definicién 22. Diremos que f : D C R x R” — R" satisface la condiciéon de Lipschitz en D si existe

L > 0 tal que:
If@ty)—f@2)| < Llly—=| V=), (ty) €D

Diremos que f satisface la condicion de Lipschitz local en D si para cada punto (tg,z¢) € D existe un
entorno U C D de (g, zo) y una constante L tal que:

f(&y) = f o)l < Lily—z|l V(t,2),(ty) eU

Ejemplo 87.

1. Funciones lineales: f (t,x) =7 A (t) X” satisfacen Lipschitz local si A (t) es continua. Y si, ademas,
|| A (t)|| esta acotada para todo ¢ en el dominio de A, entonces satisface Lipschitz global. Veamoslo:

1A@®Y = A@) X[ = [[A@) (Y = X)[| <n[lA@[Y - X]]
En (tg —€,to +¢€) sea L := nméax ||A(t)||. Asi:
1A@®)Y = A@) X[ < LY — X
Si [|A(t)|| esta acotada:
L=n méix [JA(t)|
teDom(A)

2. Si f es O, entonces satisface la condiciéon de Lipschitz local:

1f (& y) = F(t2)]] < SlngDxf(f)ll |y — ]

3. f(x) = |z| satisface la condicién de Lipschitz.

yl— el _,

ly — x| —

4. f(z) =2® con s € (0,1) no satisface Lipschitz local en 0.

ly* — z°|
ly — |
En z = 0, tenemos:
'l 1
yl — Jyt

que no esta acotado cuando y — 0.

(£=16 s maar [ 1o

{ Yo (t) = xo
Vi1 (1) = 20 + f; [ (7)) dr

Lo anterior es la llamada Interacién de Picard. Para probar lo anterior necesitamos la condicién de Lips-
chitz.
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Teorema 37. Una funcién f : D C R x R® — R"™ satisface la condicion de Lipschitz local en D si y
sdlo si para cada conjunto compacto K C D la funcion f satisface la condicion del Lipschitz global en K.
Recordemos que en R™ ser compacto es equivalente a ser cerrado y acotado.

Proposicion 20. Sea f: D C R x R® — R"” continua en el abierto D. Sea (to,z9) € D. Ezisten § > 0
y p > 0 tales que las funciones 7y, definidas por iteracion de Picard estdn bien definidas en el intervalo
[to — 0,10 + 6] y toman valores en la bola cerrada B (xo, p).

Yk : [to — 0, to + 6] — B (w0, p)

Demostracion. Tomamos un intervalo J = [tg — €,to + €| y una bola cerrada B = B (zg,p) tales que
J x B CD. Como J x B es compacto, puedo llamar:

M= ma t,
i If (t2)]

, 14
0 := min ( , —)
“M
Entonces, vamos a demostrar por induccion que 7y : [to — d,to + ] — B Vk.

= k=0.7 (t) = zo. Dom (7o) C [to — d,t0 + 6] y Im (70) = {zo} C B

Sea:

» Supongamos que se cumple para k. v : [to — 0,9 + 0] — B. Veamos que ;11 esta bien definida.
t € [to—0,to+ ] — (t,v (1)) € [to — ,t0 + ] x B

Es decir, (t,v,x1+1) € DVt € [tg — 0,10 + 6. Asi yx4+1 esta bien definida. Ademas, toma valores en B:

f(ryve (1)) dr

to

t
/MdT
0

Es decir, vx11 (t) € B (20, p) Vt € [to — &, t0 + 4]

<

/t 1f (e ()| dr| <

st () — ol = \

<

:M\t—t0|§M'5§Mﬁ:p

Antes de enunciar el teorema de existencia y unicidad, tenemos que estudiar la continuidad del limite de
una sucesion de funciones. Tenemos una sucesién de funciones {¢g}re; continuas en su dominio. ;Es la
funcion limite

@ (t) = lim oy (1)
k—o00
continua? La respuesta es que, en general, no. Veamos un ejemplo, sea ¢, (t) =t* Vk >0 con t € [0,1].

vk (t) = lim ¢ (t) = lim tk:{o st

k—o00 k—00

1 si t=1
Para que se cumpla que el limite de la sucesiéon sea continua, hace falta exigir convergencia uniforme. [

Lema 2 (Criterio M de Weierstrass). Sea v : D C R" — R con k > 0 con ~y, continua. Si existe
{Mi}i2, tal que:
lprt1 () — @ (2)]] < My
y la serie Z;il My es convergente, entonces {gok}zozo es convergente y la funcion limite es continua
o (x) = limg_yo0 @ (z). Ademds:
b b
lim Ok (ml,...,xn)dxl—/ lim ¢y, (z1,...,2,) dx;
a k—oo

k—oco J,
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Teorema 38 (de existencia y unicidad de soluciones de un problema de valor inicial). Sea f : D C
R x R®™ — R™ continua en D abierto y conexo y que satisface la condicion de Lipschitz local. Para cada
(to,xo) € D existe un intervalo J C R, que contiene a ty en su interior, tal que el problema de valor inicial:

{al“:f(t,x)

z (to) = o

tiene una unica solucion definida en J. (Unica quiere decir que cualquier otra solucion coincide con ella
en la interseccion de sus dominios).

Demostracion. Tenemos:
{ Yo () - xo
Yk+1 (t) =g+ -[;50 f (7-7 Yk (7—)) dr

que esta bien definida en J = [tg — §,t9 + ] y v (t) € B = B (x¢, p). Ademas, hemos visto que:

M = ! t > Mo
Jmix (If @0l >

Como J x B es compacto, J x B C Dy f satisface la condicién de Lipschitz local, entonces f satisface la
condicién global en J x B. En otras palabras, existe L > 0 tal que:

f(ty) = f @)l < Lily -zl Yo,y e B
Ahora, vamos a demostrar los siguientes apartados:

1. La sucesion {7y}, es convergente y converge a una funcion continua.
Probaremos por induccién que:

k—1

o It —to|" Vk>1,vtel

i (6) — s (B)]] < M2

Para k = 1, tenemos:

t
s (£) = o (8)]] = xo+/f 0 (7) | dr — w0 =
to SN——
=x0

t
f (Tv .%'0) dr

to

t t
< [ lf (rzo)lldr < | Mdr = M|t — to]

to to

Supuesto cierto para k, veamos que se cumple para k + 1.

t t
vo+ | f(rowm(m)dr —zo— | f(T, -1 (7))dr

to to

Va1 (8) = (D] =

< [ (1) = f (11 (7)) dr <

to

/Lﬂﬂ%@ﬁfﬁﬁmﬂﬂﬂm

to

Por hipétesis de induccién, obtenemos:

< / Ly (7) = y—1 (D] dr

to

t k—1 Lk: t

e () =y (DIl < | LM (r—to)"dr = M- | (r—to)*dr =
o ! A
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LF (t — to)F Lk
Ve Gk Y (t — to)"t!
E' k+1 (k+1)!
Ahora, como [t — tg| < §, tenemos que:

k—1 k—1

L L
[ () = 1 D)) < M= |t =t < M=o

A continuacién, debemos probar que la suma de las constantes con las que estamos acotando son
finitas para que se cumplan las hipotesis del criterio M de Weierstrass. Peor esto resulta trivial, pues
es la serie de Taylor de la exponencial:

Lkl M SN LRk M
ZM g" = L &K _f<€m_1)

Asi, por el criterio M de Weierstrass, tenemos que:
v (t) = Hm v (2)
k—o0
existe y v es una funcién continua en J.

. La funcién v (t) es solucion del problema de valor inicial. Probaremos que es solucion de la ecuacion
integral equivalente. Tenemos que llegar a que:

t t

F (T (T))dr> =0+ lim [ f (7,9 (7)) dr x

to

wwzhmwﬂmznmcm+
k—o0 k—oco to

t t

f (7‘, kli)rgo Vi (T)) dr =x0+ [ f(r,v(7))dr

to

—ao+ [ Jim 1wt =+ [

tog FTO0 to
donde los ultimos pasos se deben a que 7 es continua. Probemos ahora el paso * (que el limite y
la integral se pueden intercambiar). Esto se debe a que el integrando satisface las condiciones del
criterio M de Weierstrass. Veamos esto tltimo:

Lk kb1 Lk+15k+1

Ak (8) = F (6 e O] < Lllvega (8) — v ()] < LM(k+ D)l BCET

y la serie:
- Lk5k
2 M

es convergente:

S B (e 1)

k=1

. La solucién es tnica
Sin:J — R" es otra solucién, entonces:

n(t)=xzo+ [ f(r,n(r))dr

to

Como v también la satisface:
t

v(t)=xo+ | f(ry(7))dr

to
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Restando, tenemos:

uurzumw—vumz\

<

/[fwmu»—fvaﬂﬂm

to

=) f (mon (8) = f (ryy ()] dr

Y, por la condicién de Lipschitz:

umw—vmusZvaw~wﬂum

Obteniendo: .

MogL/Z@mh:o+g/uﬁmT

to to
Ahora, podemos aplicar la desigualdad de Gronwall, obteniendo que:

Lf:o ldr

u (t) < 0e <0

Pero, como debe ser u (t) > 0 por definicion, sera:
v () =n(t)
O]
Teorema 39 (de Peano). Si f : D C R x R" — R es continua y (to, o) € D, entonces el problema de
valor inicial:
{.CL‘ = f <t7 JJ)
x (to) = o
tiene al menos una solucion.
Ejemplo 88.
2
t=1+3(t—2x)3

2
Notese que f(1,z) = 14 3(t — x)3 es continua, todo problema de valor inicial tiene soluciones por el
teorema de Peano. Estudiemos:

flty) = f(ta) _143(t—y)3S—1-3(t—x)3 _ (t—y)3—(t—a)
y—x B y—x B y—x
Lo anterior no esta acotado cerca de x = ¢.
2
y—t y—t  (y—1)s

que no esta acotado cuando y — t.

Asi (tg,z0) € R? con x¢ # to, hay soluciéon tnica. Con (tg,tg) € R? (no se puede asegurar que sea
tnica).

Recordemos que tenemos un resultado que nos dice una funcién es de Lipschitz si y solo si las derivadas
parciales con respecto a las x son continuas:

o (ta)=2(-2)F =

que no esta definida en t = .
De hecho, este problema de valor inicial en z (0) = 0 no tiene solucion tnica. Tanto = (t) = ¢ como
z (t) =t + ¢ son soluciones.
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13.4. Solucion maximal

Una solucion de x = v (t) de:

r (to) = wo

{al“:f(t,x)

es maximal si cualquier solucién coincide con la restriccion de + al dominio de ésta.

Lema 3 (Separacion de soluciones). Sean v1 : J1 — R™ y vo : Jo — R"™ dos soluciones de © = f (t,x)
con tg € J1 N Jy. Supongamos que f satisface la condicion de Lipschitz en un conjunto que contiene los
grafos de ambas, y sea L la constante de Lipschitz en dicho conjunto. Entonces:

12 (£) — 1 (O] < |72 (to) — 1 (to)|| X700l Wt € Ty Ny

Demostracion. Sabemos que 7y y 72 satisfacen:

t

7 (t) =7 (to) + t f(rm(r))dr

t

Y2 (t) =2 (to) + t f(ry2 (7)) dr

t
vz () =y (DI = ’ 72 (to) — 7 (to) +/ [f (T2 (7)) = f (7,7 ()] dr || <
to
t
<l (to) = )l + || [ 1 (22 (7) = £ (ron ()| <
to
t
< b i) = (o)l + | [ 11£ 32 () = 7 (o ()| <
to
¢
< lhafto) = Cll +| [ Llhe(r) = (@l dr
to
Ahora, llamemos:
u(t) = [l (t) =7 @)
Asi, se satisface:
t
u(t) <wu(ty) + / Lu(7)dr
to
En consecuencia, por la desigualdad de Gronwall, tenemos:
12 (8) = O] < [l72 (to) — 71 (to)]] 11!
O
Corolario 3. Sivy;: J1 — R” y v9 : Jo — R™ con soluciones de:
{9’3 = f(t,z)
x (to) = xo
Entonces, v1 (t) = v (t) Vt € J1 N Js.
Demostracion. Tomando 1 (tg) = 72 (to) en el lema anterior se llega al resultado. O
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Lema 4. Sea v : I CR — R" una solucion de:

Si I no es abierto, entonces existe un intervalo abierto I que contiene a I y una solucion v I — R" del
mismo problema de valor inicial tal que v (t) =7 (t) Vt € 1.

Demostracion. Recordemos que el dominio D de f es abierto. Podemos suponer, sin pérdida de generalidad
que I = (a, f]. Sabemos que v : (o, f] — R™ es solucién del problema de valor inicial, (¢, (t)) € D. En
particular, (3,7 (8)) € D. Sea x1 = 7 () y considero el problema de valor inicial:

{ijﬁ{gf

El teorema de existencia y unicidad asegura que existe una tnica solucién:
n:8—-960+0 —R"

Entonces:

- v (@) t € (a,f]
’V‘{n@) t e (B,8+9)

es solucion del problema de valor inicial, coincide con v en (o, 8] y su dominio I = («, 3 + §) contiene a
I O

Teorema 40 (Solucién maximal). Sea (tg,z9) € D abierto con f : D — R™ continua y que satisface la
condicion de Lipschitz local. Existe un tnico intervalo abierto Ji, -, C R que contiene a to y una tinica
funcion Yig 2o Jig,0o —> R™ que satisface:

1. & =Yz (t) es solucion del problema de valor inicial & = f (t,x),z (t9) = 0.

2. Sty : I — R", con I intervalo, es una solucion de & = f(t,z),x(ty) = xo, entonces I C
Jto.m0 NV (1) = Yeg 0 (t) VE E L.

&=f (tv x)
x (to) = xo

abierto (pues sabemos que si es cerrado, podemos extenderlo a un abierto). Sea J, 4, la unién de todos
estos intervalos. Entonces J, 4, es un intervalo abierto (abierto por ser union de abiertos) (intervalo porque
todos contienen a ty).

En Jy, 2, defino la funcion vy 2, @ Ji9.00 — R" de la siguiente manera: dado ¢t € Jy, 5, tomo una
solucién v cuyo dominio contenga a t y defino vy, 4, (t) = v (t). La funciéon ~, », esta bien definida (no
depende de la eleccion de v ya que todas coinciden en su dominio comin y ¢ esta en él).

Ademas, 7,4, es solucion de la ecuacion diferencial ya que 40 (t) = 7 (t) cualquiera que sea la
solucién vy que elija y f (¢, Vto,zo ) =f @)

Sea v : I C R — R" otra solucion de {x = f(t2)

X (to) = X0
en el lema anterior. Asi, puedo suponer, sin pérdida de generalidad que I es abierto. Entonces I C Jy, 4,
ya que I esta contenido en la unién Jy, ;,. Ademés, hemos visto que en la interseccion de sus dominios
¥ (t) = Yto,z0 (t) Vteln ItO,IO =1 OJ

Demostracion. Consideramos el conjunto de todas las soluciones de { definidas en un intervalo

. Si I no es abierto, considero 4 : I — R" como
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13.5. Resumen

f continua = Jsolucion
f satisface Lipschitz local = Jlsolucién

IMVio.20 © Jto,a0 (abierta) — R™ = solucion tunica

La solucién 7, z, se llama solucion maximal del problema de valor inicial { . Cualquier otra

(t

solucion distinta de ésta se dice que es prolongable. En particular, es prolongable
si se puede extender el dominio a la derecha (izquierda).

= f(t )
0) = 7o

la derecha (izquierda)

_ — +
JtOJO - (Tt(),l’(ﬂTto,xo)

donde thot =z, S¢ denominan tiempos de vida futura y pasada de la solucién maximal.
b

Teorema 41. Sea (to,zo) € D. Sea t1 € Jiy o, y denotamos por x1 el punto x1 = Yy, (t1). Entonces,
Vtozo = Vtr,zr Y Jto.wo = Jty,z1 -

. . L T =f(t,x
Demostracion. Dado t1 € Jy 5y ¥ T1 = Yig,z0 (t1), considero el problema de valor inicial {x (t {( ’x).
1) =21
Tengo dos soluciones: V¢, z, : Ji;, z; — R", la solucion maximal, y Viy 2o : Jt9,20 — R™ ya que es soluciéon
Y Veo,zo (1 = z1).
Ambas soluciones coinciden en su dominio comin e, o (£) = V.01 (£) Yt € Jigz9 N 41,2, Como
Ji, 4, €s el maximal, tenemos Ji, o € Ji, o, Si fuera Jy, 40 # Ji, 2, podria empalmar ambas soluciones
T = f (t7 LE)

obteniendo una solucién de {
X (to) = X0

con dominio mayor que Jy, ., ¥ esto es absurdo. ]

Teorema 42. Sea K un conjunto compacto de R"*1 contenido en el dominio de f, K C D. Sea (to, z0) €
K. Ezisten dos tiempos t1,ta € Jy, 2, tales que t1 < to < ta2 y (t1, Yo,z (t1)) ¥ (t2, Veo,xo (t0)) estdn fuera
de K:

(t1>7t0,330 (tl)) ) (t27 Vto,xo (t2)) € D\K
Demostracion. Probaremos la existencia de ty (analogo para t7).
Jto,00 = (Ttg,zo’Tt-:)_,mo)

= Si 7‘;5@0 = 00, entonces sea T' = max {t| (t,x) € K}. Tomo to > T y, evidentemente, (t2,v (t2)) ¢ K
ya que to > max {t| (t,z) € K}.

= Si TtJ&IO = [ < oo. Hagamos esto por reduccién al absurdo; supongamos que existe un compacto
K C D con (tg,x0) € Ky (t,792, () € K Vt € [to, B]. Sea M = max {||f (t,z)|| t.q. (t,z) € K};
asi es ||f (t,2)|| < M V(t,x) € K. Para t, T cercanos a f3:

/f S ’Yto,xo
t
/ds

Por el criterio de Cauchy, existe el limite HI% Vto,zo (1) = & Ademas, (8,€) € K ya que (£, 7.2, (t)) €
t—

<| [ 107 Gt D 5] <

||’7t07$0 ( ) ’Yto,xo || -

<M =MI|t—T|

K y K es cerrado. En consecuencia, (5,{) € D y puedo plantear el problema de valor inicial
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que, por el teorema de existencia y unicidad tiene solucién en un intervalo de la

{9’3 = f(t,z)
z(B) =¢
forma (8 — 0, 5 + 9). Esto contradice la maximimalidad de Jy, 5, ya que obtengo (empalmando) una
solucién definida para tiempos mayores que 8 = T;g’wo, lo cual es absurdo.

O
Ejemplo 89.
{a‘c =—t2(z+y)
y=—t*(z+y)
Notese que D = R x R2. Consideremos la funcion D (t) = z (¢)? + y (¢)°.
D(t)=2x(t)i+2y(t)y(t) =20 (z(z+y) +y(z—y) =
= —2t? (2% +y?) = —2t>D (1)
Y la ecuacion diferencial anterior es féacil de resolver:
D (t) =D (tg) 5710
De aqui se deduce que Ttﬁ,(wo,yo) =00 Y Ty wowe) = — X V (to, zo,v0) € R3. Si el Tt—:)_,(xo,yo) = (3 finito,

entonces: . \ 2 3
D (t) = (.’IJ% + y%) e_g(t—to) <D (t) —_ (1‘% + yg) e—g(ﬁ—to)

de donde (x (£),y (1)) € B ((0,0), (a3 + 93) e 5~} Ast (1, (2 (1), 5 (1)) € [to, B1x B ((0,0), (a3 + 9) e~ 5~10")

_l’_

que es compacto. Por tanto 7, . no puede ser finito.
b

13.6. Dominios cilindricos y soluciones globales

Un dominio cilindrico o banda es un dominio de la forma (a,b) x U con U C R™ un abierto.

Teorema 43. Sea U C R™ abierto y (a,b) C R intervalo y f : (a,b) xU — R™ satisfaciendo la condicion
= f(t,x)

. Entonces:
x (to) = zo

de Lipschitz local. Sean ty € (a,b) y x0 €U Y Vi, la solucion de {

1. Si existe un conjunto K CU tal que iy 4, (1) € K VE € [to, 771 ), entonces 7, =b.
Si existe un conjunto compacto K C U tal que Vi, z, (t) € KVt € (14 4, to], entonces 7, . = a.
Si existe un conjunto compacto K C U tal que Vi, a0 (t) € KVt € Jyy 2y, entonces Jy, oo = (a,b).

Si 7y 4o < b, entonces para todo compacto K& C U existe t € [to, ;) ) tal que yiy.4, () & K.

S

Si Tyy zy > @, entonces, para todo compacto K C U existe t € (1, ., to] tal que Yo u, (1) ¢ K.
Demostracion.

1. Usaremos reduccion al absurdo. Existe K C U tal que 74, 4, (t) € K Vt € [to,’]’t—g7xo) Y SUpOngamos
+

que T .

entonces (t, Y.z, (t)) C [to, T] x K Vt € [to, Tth,ro) que contradice el teorema anterior (grafo se sale

de todo compacto).

< b SeaT € (Tttm,b) cualquiera y considero K = [tg,T] x K, que es compacto. Pero

2. Similar a 1.
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3. Consecuencia de 1y 2.
4. Contrareciproco de 1.

5. Contrareciproco de 2.

O
Ejemplo 90.
s ta?
T= Trerae
x (0) = xo
Existe solucién tnica, porque & es C.
2
0<— 2  _<1=0<f(tz)<t
S14eta? <fbo) <
t 2 t 2 t
1
|z (t) — xo| = / _ Tz 5d7| < / 7] =) 5dT < / rdr = =t
0o 14+72+2(r) o l+724z(7) 0 2
Asi, tenemos:
Tto,mo =
Si fuese Tthwo = T finito, entonces ¢t € [0,7] y |z (t) — 20| < 2t> < 3T?; o, lo que es lo mismo, z (t) €
B (w0, 179).

— 1
(t,x () € [0,7] x B (”30’ 2T2) vt €[0T =7 ,]

Lo cual es absurdo.
Por un razonamiento similar, obtenemos que 7, , = —o0.
k)
La solucion implicita de la ecuacién diferencial anterior es:

AE; <i>+ei 2z -1-1) =c

donde:

13.6.1. Caso particular &/ = R"”
Entonces es D = (a,b) x R".
Ejemplo 91. X = A(t) X con X = (z1,...,2y)
ft,X)=A1t)X
con A (t) € I continua.
1F (6Y) = (LX) = A ()Y — A@) Xl = A1) (Y — X)|| < nlA @) IV - X]|
Dado (o, x0) tomo el subintervalo [ty — 0, %o + d] con § > 0 cualquiera y defino:

L= méx nlAQ)
te[tof(s,t0+5]
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y asi:

F@&Y) = f& X< LY = X[ VXY eR

Por lo que existe solucién dnica.

Llamo I = [a,b]V][a,b)V (a,b]V(a,b). Probaremos que T;g’xo =b. Si fuese Tth’IO < b,tomo T € (T;g’xo, b)
y, entonces:
t t
||X(t)—X0H=‘ A(m) X (r)dr|| < | [|[A(7) X (7)]|dr <
to to

S/t n|A<T>|H|X<T>||dTSL/t 1X (&) dr

donde:
L= max nl||A()||
te(to,T)
Ahora;: . .
|X<t>\|:'xo+ A(r) X (7)dr s\|XoH+] A(r) X (r)dr|| <
to to

< I+ [ X @ldr
Y, ahora, aplicando la desigualdad de Gronwall, obtenemos que:
[1X ()]] < || Xol| eXt—10)
Asi, t € [to, T] = || X ()] < || Xo|| eXt=1) < || Xl eXT, luego:
(£, X (1)) € [to, T] x B (0, ]| Xol| ")

que contradice el teorema.
Por tanto, toda solucion de X = A (t) X es tnica y esta definida en todo I.

Definicion 23. Si D = (a,b) x U se dice que la solucion es global si Jy, 2, = (a,b) para todo ty € (a,b) y
todo xg € U.

Teorema 44. f : (a,b) x R" — R™ continua y satisface Lipschitz local. Entonces toda solucion de un
problema de valor inicial & = f (t,x) tiene dominio Jy, 5, = (a,b) si se satisface alguna de las siguientes
propiedades:

1. f estd acotada en (a,b) x R™; es decir, existe M > 0 tal que:

|f(t )| <M Vte (a,b) ANVreR"
2. f satisface la condicion de Lipschitz global en (a,b) x R™; es decir, existe L > 0 tal que:
1 (ty) = F )| < Lily— =l Vi€ (a,b) AVe €R?
3. Euxisten funciones continuas o, B : (a,b) — R con a(t) > 0 tales que:
F (& y) = @)l <o) |ly —xl[+8()
4. [ es sublineal: existen funciones continuas c, 5 : (a,b) — R con a (t) > 0Vt € (a,b) tales que:

F &) < a@)[lz]l+B(t) Vte(a,b) AVeeR"
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Demostracion.
1. 2= f(t,x) y = (t) = xp. )
z(t)—xzo= [ f(r,z(7))dr
to

HMW%MSZU%@WWMSMﬁ%M

Si fuera 7,7 . < b, tomo T € (1,7 ,b) y en [to, T] tengo ||z (t) — zo|| < M (t — t) de forma que:
to,Zo

(t,(L'(t)) € [to,T] X B(:C(),M(T — t[)))

Lo cual es absurdo. Asi, Tth,xO = b. Analogo para tiempos menores que tg.

x(t) =x0+ t f(ryx(r))dr

rmwngmm+ugfwww»m

SH%H+lehwU»WHS
<lhaoll+ [ (@ () lle () + B (7)) dr =

:(Wm+;ﬁmm>+/uhmﬂﬂMT

to

Si fuese T;g,xo <btomoT € (T;S,IO, b) y en [to, T1, ftf) B (1) dr alcanza su valor maximo. Sea:

t
czlnax(uxo|+- B(T)d7>

[to,T] to
Asi:

t
lz (@) < C+/t a (1) [|x (7)[| dr
0
Por la desigualdad de Gronwall, obtenemos:
t
|z ()] < cefto a(r)dr

de forma que: B
(t,z(t)) € [to,T] x B(0,R)

SEa(r)

d ) .
con R = ce ", lo cual es absurdo. Asi T;&IO = b. Analogamente para t < tg.

Ejemplo 92.

{33 = xsin (t2x)

z(0)=3

Noétese que el dominio es D =R x R.
|f (t,x)| = }:Esin (tQm)‘ < |z

Es sublineal tomando a (t) =1y 3 (t) = 1. Asi el dominio es Jp3 = R.
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13.7. Ecuaciones de orden n
Se transforman a sistema y, en silencio, se piensa.

Ejemplo 93 (péndulo).
0+ % sinf =0

0=nuv
@z—%sin@

Con lo visto en el dltimo teorema, vemos facilmente que la solucion es siempre global. Ahora, consideremos
) q p )

que hemos medido 60 (tg) = 0y y v (tp) = vo. Como son medidas experimentales, tienen cierta imprecision.

., Como afecta esto a nuestra soluciéon? Asi, en general consideraremos:

T = g(tat(]vx(]:,u) = w (t,t(],.%’(])

donde con u denotamos los pardmetros de los que depende nuestro sistema fisico.
Por ejemplo, consideremos el problema de valor inicial:

{X =A(t) X +b(t)
X (to) = Xo
Sabemos que la solucién viene dada por:

X (1) :R(t,tg)Xo+/tR(t,7')b(7')dT:Q/J(t,to,Xo)

to
Ejemplo 94.
{ i = 2
z (to) = o
La solucién es:
Zo
r= ——-—-
1 —(t—to) o

(—oo,to + 9710) si xg>0

Jto.m0 = (—00,0) si x9=20

(to—l—%,(}o) si x9<O0
Asi: .
0

R A e

con (t,t0, 7o) € © = {(t,t0, x0) € R*[t € Jyy a0 }-

14. Dependencia regular de datos iniciales y parametros
&= f(t,x) con f:D:R xR" — R” continua y Lipschitz local en D.

Definicion 24. Se llama solucién general maximal de la ecuacion diferencial a la funcién ¢ : © C
R x R x R® — R" definida por:
¢ (ta t07 ‘TO) = fyt(),x() (t)
donde:
0= {(t,to,xo) eER xR x Rn‘ (to,fl‘o) eDANt e ‘]to,ﬂfo}
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d%o )

dt (t) = f (t7 Yto,xo (t)) » Vto,xo (tO) = X0

{%‘f (t,to, x0) = f (£, (¢, to, 20))
¥ (t,to, xo) = o
t

Vto,zo (t) =0 + f (7’, Yto,xo (T)) dr
to

t
w (ta tOv l'()) =20 + f (Ta ¢ (7—7 th $0)) dr
to

Separacién de soluciones:
H'Ytg,xl (t) — Yto,zo (t)H < Hﬂj‘l — xOH eL|t—t0|

1 (t,to, 21) — ¥ (¢, to, o) || < ||z1 — aol| ™70
Ity 21 = Jtg,z0
Voo (£) = Ver,a: (1)
T1 = Vg, (t1)
x1 = (t1,to, zo)
¥ (t,to, wo) = ¥ (¢, t1, 1)
Y (t, 20, w0) = ¥ (¢, 11,9 (t1, 20, 0)) Yt € Jig,,
%f (t,to, wo) = f (¢, v (¢, t0, 20))
V¥ (to, to, v0) = Zo
19 (¢, to, 1) — 4 (£, o, z0)|| < el "0} ||y — o]

Teorema 45 (dependencia continua respecto a datos iniciales). Sea D C R x R™ abierto y f : D — R™
continua y satisface la condicion de Lipschitz local. Entonces:

1. Si[a,b] C Jyya existe un entorno N C D de (to, zo) tal que [a,b] C Js, para todo (s,y) € N.
2. El dominio de la solucion general mazximal es abierto.
8. La solucion general mazimal ¢ es una funcion continua en ©.

Demostracion.

1. Sea (to,z0) € Dy [a,b] C Jiy,z,- Tenemos la solucion maximal vy, 4, (t) = ¢ (¢, to, zo). Defino Tp C D
y tomo pg > 0 tal que ||, (t) — 2|| < po para todo (¢, z) € To.

To = {(t,z) € D[ ||z — vi,20 (O)|] < po}
Sea L la constante de Lipschitz de f en el compacto Ty, y defino p; = poe “l0=4l y el tubo:

Ty = {(t,2) € D[z = Yio,z0 ()| < p1}

Sea (s,y) € Ty y t € [a,b] N J,,. Entonces:

s, (8) = Yeo.eo (O] = (19 (&, 5,9) = (L, 0, 20) || =
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= || (¢, to, % (to, 5, 9)) — ¥ (¢, to, 0)|| < X710l |y (¢, 5, ) — o]
[ (t,5,y) = (¢, t0, o) || = [[Y (£, 5,9) — ¥ (t, 5, (s, to, o)) <
< Ml |y — 4 (s, t0, 7o) || <
< My — 4 (s, 10, 20)|| < pretPml = pg
Sabemos que el grafo de cualquier solucion (que empieza en (s,y)) acaba saliendo de Tp, y como no

sale por «el lateral» debe salir por «las tapas» del tubo, por lo que [a, b] C Jg .

. © es abierto. Dado un punto (¢1,%9,z9) € O, probaremos que existe un entorno de él que esta
contenido en 0. Tomo [a, b] tal que t1,tg € (a,b) y defino Ty y Th como en el apartado (1). Entonces,
[a,b] x Th C © y (t1,t0, o) esta en su interior. Para todo (s,y) € Ty hemos visto que [a,b] C Jg,
de forma que si t € [a,b] y (s,y) € T1 entonces t € J, (t € [a,b] C Jg,) que es lo mismo que decir
(t,s,y) € O©.

e = {(t,to,xo) | (to,iﬁo) eDANte Jto,wo}

En definitiva [a,b] x T1 C ©.
. 1 es continua. Dado (t1,tp,x9) € O construyo el intervalo [a,b] con t1,ty € (a,b) y los tubos Ty y

Ti. Sea M > 0.

M= t
(fil)%’%o 1f (t,)]|

Para cada pareja de puntos (¢}, t, zy) , (t], 10, z3) € [a,b] x T1, se da:

|| (#1,t0,20) — ¥ (#1,6, 25) || =

(. (.

=:(1) =:(2)

Vamos a ver que tanto las expresiones (1) como (2) estan acotadas. Vamos con (2):

Hw (t,l7tgax/0) (t/1,7t07 O)H =

1"
tl

t/
x8+/tlf(Tﬂ/J(Tatgafo/))dT_xg_/t F (o (.15, 20)) dr

1" 1"
0
ty
Mdr| <
tl/

1

t/
111 ()t dr| <

th
- / £ (rp (rtl2)) dr

1"
1

< M|ty — |

Vamos con (1):
|| (1. £, 26) — ¥ (1,16, 25) || =

= H'@Z} (tllvtéaxé) _Q/J(thtO’w tO’tU’ 0))H

Recordemos la propiedad que nos dice que las soluciones se separan como mucho exponencialmente.
De esta forma, podemos acotar:

(1) < Al || — (¢, 1, 28)|| <
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E
i) <
)

< el(b-a) (Hzf) — ang + N ‘t{] — g )

t/
x{)—x8+/of(7',1/1(7,t”,:1:g))d7'

1"
tO

to
/, £ (r (r, 8, al)) dr

!
to

t
[ 1f ottt
t

to
/ Ndr
t//

0

< eHlo-a) (ng — )| +

< elb=a) (fo) - ﬂng +

< elb—a) <H:c6 - x’O/H +

Juntando los términos, obtenemos:
| (t1, 0, 20) — ¥ (¢, 16, 25) || <
< PO (J|ah — || + N |ty —t5|) + M|t -t

Ya ahora, claramente al hacer tender xj, — x{, t{, — tj y t} — t/, lo anterior tiende a cero, por lo
que la funcién es continua. Es maés, la funcién es Lipschitz en todas las variables.

O]

14.1. Dependencia de parametros
{50 = f(t,z,p)
X (t()) = X0
r = w (ta t07 Zo, ,U’O)

Teorema 46. D C R x R" x RP abierto y f : D — R™ continua y tal que para cada (to, xo, po) existe un
entorno (t1,x1,pu1) en D satisfaciendo:

L &y, ) = f (&2, ]| < Ly [ly — ]

Y (t,y, 1), (t,x, 1) en dicho entorno. Entonces la solucion general x = 1) (t,to,xo, o) €S una funcion
continua en todo su dominio © = {(t,tp, zo, to) € R x R x R” x R? t.q. (to,xo, o) € D,t € Jig.m0.0 }-

Demostracion. La demostraciéon general es complicada. Por ello, vamos a suponer que f satisface:

f &y, v) = (62wl < L|(y,v) — (2, p]

Definimos el problema de valor inicial diferencial:

jj:f(tvx7y)
J=0

.’L‘(to) = X0

y (to) = po

) =0
{y(}f/o)z,uo =y (t) = cte
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Asi, la solucién general de x es:

v (tvt()u X0, /’LO) - (@b (t07x07x07u()) 7,U'O)

En las condiciones dadas, ¥ es continua en ©, por lo que su primera componente 1 (¢, tg, o, fto) €s una
funcioén continua. 0

{"”:f(t’“f) f(tp) =0

z(to) =p ’

En este caso z (t) = p = cte es una solucion.
Ahora nos preguntamos, cual es el dominio de la solucién maximal para valores de x( cercanos a p.

{i‘ = f(t,f)

= t t D c R x R” abierto.
z (to) = 2o con & %0@0( ) con t € Jtg00 Y D CR X abierto

¢ (ta t07 $0) - 7t0,a,’0 (t)
o= {(t,to,l‘o) €ER xR xR" t.q. (to,l‘o) e DAt e Jto,mo}

Probamos que 9 era continua en © abierto.

14.2. Diferenciablidad

Teorema 47. Sea f: D : RxR" — R" continua en D abierto. Supongamos que existen y son continuas

las derivadas parciales 8f’ (t,x) coni,j=1,...,n. Entonces la solucion general mazximal ¥ es una funcion

de clase CWen el abierto ©.
Fijado (t,tg,z0) € O, sea A(t) € R™™ la matriz dada por:

A (t) =Dy f (t7 (0 (ta lo, .’L‘(]))

Las derivadas parciales de 1) se obtienen como sigue:

t) = 6t Y (t,to, z0) es la solucion de la ecuacion diferencial lineal X = A (t) X con condicion inicial

X (
X (to) = —F (to, o).
X (

t) = Dyt (£, to, zo) w (con w € R™) es la solucion de la ecuacion diferencial lineal X = A (t) X
con condicion inicial X (tg) = w.

Observacion 27. Recordemos que si tenemos ¢ : § C R” — R™ | la derivada de ¢ en a € 0 segiin w € R™
cumple:

d
Dy (a)w = [dhgp (a + hw)} .
Si tenemos una funcion que depende de dos grupos de variable ¢ (z,y), entonces se cumple:

Do (ab)v=|

dhgp (a + hv, b)]

h=0
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Sdlo de la sequnda parte, suponiendo cierta la primera.

0 d
X (t) = 82 (t, tO; -Z'()) = I:dhw (t, to + h, 1‘0)
h=0

Sabemos que v satisface:

t
Y (t,to,v0) =x0+ [ f (7, (7,t0,20))dT V(¢ t0,70) €O

to

En particular:
t

¢(t,to—|—h,$0) =x9 + f(77¢(7at0+ha .’Eo))d’T
to+h

en un intervalo centrado en 0 de h. Ahora, derivamos. Notese que siempre se da la siguiente equivalencia:

= f(t,x)

r(t) =m0+ | f(ra(n)dr {x(to) =z

En particular, si la ecuacién es lineal:

X=At)X

X(t)=Xo+ [ A7) X (r)dr +— {X(to):Xo

to

Ahora, derivemos el derivando (lo que ha de ser derivado):

X () = G (oth) = | bt o huao)| =

d t
S h d
[dh <:co+ t0+hf(7,¢(f,to+ ,20)) Tﬂ

Por la regla de Leibniz de derivacién bajo el signo integral:

h=0

Asi:
t

t
[d(m f<7,w<r,to+h,:co>>df)] =[0f<to+h,xo>~1+/ A w(nto+ hag)dr)| =
h=0

dh to+h to+h AR h=0

¢ d
= o)+ [ Daf 16 (rtos ) [ o o +han)|

to h=0
=A(7)

=X(7)

De esta forma, hemos llegado a:

X (t) = —f (to, o) +/t0 A(M) X (r)dr & {X(ti)();f?)(t)ﬂ(vm)

Vamos con la segunda parte de la demostraciéon. Sea w € R™. Tenemos que probar:

d
X (t)= [dhw (t,to, 0 + hw)] = Dy, (t, to, xo) w
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Para ello:

t
X(t) = |:¢ (t,t0,$0+hw):| = i |:.’E0+hw+ f(T,’gD(T, to,aj0+hw))d7':| =

to h=0

t
—w+ /t % [f (7,4 (7, to, mo + hw))] o dT =

t d
—w+ / [sz (3 (7, to, @0 + hw)) 4 (7, to, xo + hw)} dr =
" dh h=0

¢ d
=w+ / D, f (7,¢ (1,0, z0)) [d) (1,t0, 0 + hw)} dr

to ~~ dh h=0
=X(7)
Asi, hemos obtenido:
. )
_ X=A(t)X
X({t)=w+ tOA(T)X(T)dT<:> { X (to) = w
Ejemplo 95.
T=t—x+2
y — 65671
Con tg = 0 es (zo,y0) = (1,1). Queremos calcular:
Vto=0,(z0,y0)=(1,1)
T=t—x+2
y — eac—l
z(0)=1
y(0)=1
La solucién es:
r=t+1
y=¢
Asi:
Tto=0,(z0,y0)=(1,1) = (t +1, et)
-1 0
D(x,y)f(ta (w,y)) = <ex—1 0)
-1 0 -1 0
A (t) = D(z,y)f (t,CC (t) ,y(t)) - |:<ea:—1 0>:|x =t+1 = <€t 0)
y=e¢'
Hallemos la derivada con respecto de tg:
0
X0 =22 (t.19 = 0, (z0.00) = (1,1)
0

. -1 0
= (2 0)x
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con X (0) =—f(0,(1,1)) = — <1> Resolviendo, obtenemos:

—et oY
Vamos con la derivada con respecto a xg:
0
X (1) = 52 (110, (a0, )

con X (0) = <(1)> Resolviendo, obtenemos:

o (t,to, (0, 10)) = <€;t)

8900

Vamos con la parcial con respecto a yp.

con X (0) = ((1)> Resolviendo, obtenemos:

vo-()

X=At)X

La ecuacién:

recibe el nombre de ecuacién varicional lineal o linealizaciéon de la ecuacion diferencial a lo largo de la
solucion & = 7, z-

Teorema 48. Si f es de clase C") con r > 1, entonces la solucion general también es de clase C") .

14.3. Dependencia con respecto a parametros

{isz%m

X (to) = X0
xr = ¢ (t7t07$07 ,LL)

Teorema 49. Supongamos que D, f (t,x) es continua y g—i (t,z,p) es continua. Entonces la solucion

general x = 1 (L, to, zo, i) es una funcion de clase C).
La derivada parcial X (t) = g% (t,to, xo, po) es la solucion del problema de valor inicial:

{X =A(t)X + g—,{ (t, % (¢, to, o, i)
X (to) = 0
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Demostracion. Tenemos el problema de valor inicial:

{i’:f(t,:v,u)

x (to) = o

Reescribimos este problema de valor inicial como:

.’t:f(t,l’,y)
§=0
x(to) = X0
y(to) = p

(:‘Ua y) = (17[] (ta t07$07;u) a:u)

D) f es continua, por tanto, la solucion general es de clase CW: en particular la primera componente

z () es de clase C(1),
t

Y (t,to, wo, ) =0+ [ f(7,% (7, t0, 20, 1) , ) d7
to

t
Y (t,to,xo,u+h) =z0+ [ f(7,9 (to,z0,u+h),pp+ h)dr

to
Asi: - 4
@ (ta t0>$07ﬂ) = |:dh¢ (t,to,(l)(],/.t + h) o =
¢ o of
=0+ D.f (1,9 (1, to,x0, .+ h) ,u+ h) — (7, to, xo, 0 + h) + = (7,0 (7, to, xo, u + h) ,u+ h) - 1 dr =
to o o h=0
t 6f
= A(T)X(T)+7(7’,1f)(’7’,t0,$0,ﬂ),u)d7’
to 8M
Que equivale a:
X = A(t)X+ %(ta¢(tat’a$oaﬂ)>ﬂ)
X (tg) =0
O
Ejemplo 96.
=2 +p
z(0)=1

Tenemos que hallar las derivadas parciales de la solucion general con respecto a tg, zo, i en (¢, tg = 0,20 = 1, u = 0).
El primer paso es hallar la solucién con dichos valores iniciales:

& = a2 1
{x(())zl o) =1

Af) =G ) u=0) = [2a], _ 1 =
uw=20
b(O) =5 (a0, =0) = (1], _ 1 =1
uw=0
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X=:2X+1
X(0)=1

2
2 dt=-2lnl ¢
1t nft—4

X () = /Oteln[(llifhdf = /Ot (11:7t_>2d7'

14.3.1. Forma alternativa de obtener las derivadas de ¢ a través de las ecuaciones del
problema de valor inicial

{‘f = f(t,z) SN {%Tf (t,to, o) = f (t,9 (¢, to, x0))

 (to) :,900 Y (to, to, o) = o
0
X () = - (10, 0)
2 2
8281?0 (t,t0,70) = Do f (t,ibit,to,wo)) gj(}) (t,toxo) & c‘)at()gt (t,t0,20) = A(t) X (t) &
————

=X (t)

ot Oto

=f(to,¥(to,to,0)) =X (to)

o (to,towo) + % (to,to,x0) = 0 < X (to) = —f (to, o)
—_——

Ejemplo 97 (El problema de los peces).

fFrrgznr

donde p es un parametro. El dinero viene dado por:

c= Bz (T)+ apT

de dz
o8N +aT
L@ +a
imre(l-a)-p= T a o X2 X 1
d
x(O)_xo:»d—;(O)zo

De forma que llegamos al problema de valor inicial:

E=rz(l—z)-p
X=r(1-22)X -1
z(0)=0

X(0)=0
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Nuestro objetivo es buscar p tal que g—; =0y %5 < 0.

dz\ 2 d*z .
(@2:_%<m) +ru—2@aﬁ+—»Y=—%X2+rﬂ—2@Y

De forma que llegamos al problema de valor inicial:

(

t=rz(l—x)—p
X=r(l-22)X -1
Y=-2rX?+r(1-22)Y

x (0) =z
X(0)=0
Y (0)=0
14.3.2. Sistemas caodticos
Por ejemplo, la ecuacién de Lorenz.
i =o0(y—x)
y=z(p—2) -y
T =uxy— Bz

donde o, p, 5 € R. Los sistemas de este estilo se llaman sensibles respecto a cambios en condiciones iniciales.

15. Trabajos

Introduccién

Planteamiento del problema

Resolucion, simulacion y graficas (codigo empleado)

Conclusiones

Bibliografia

15.1. Ejemplos
= Crecimiento de poblaciones.
= Modelos de predador-presa.
» Dispersion de enfermedades (SIR y derivadas).
» Propagacion de la viruela (Berrnouilli).
= Trayectoria del Halley.
= Tiro parabdlico real contra el ideal.
= Péndulo de Foucault.
= Efecto Magnus.

= El pozo y el péndulo.
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16. Propiedades cualitativas

16.1. Estabilidad

Supongamos que {m (: It )

tiene solucion unica. Siendo x = 7y, 4, (t) = ¥ (¢, to, xo).
x t[)) = ’

Definicion 25. Se dice que la solucion z = v, 4, (t) es estable si Ve > 0,35 > 0 tal que si ||y — zol| < 6,
entonces:

|9 (t,to, yo) — ¥ (t,t0,x0)|| < e Vt >t

En esta definicién se supone que [tg, 00) C Jyg4,-

La solucién es inestable si no es estable.

Se dice que & = 7, 5, (t) es asintoticamente estable si es estable y ademas existe ¢ > 0 tal que si se da
llyo — xo|| < &, entonces:

[t () = Yto.zo (D] = 0

Teorema 50. Consideremos un sistema lineal X = A (t) X 4+ b(t) con A(t),b(t) continuas en [tg,o0).
Son equivalentes:

1. Una solucion del sistema es estable.

2. La solucion nula del sistema homogéneo es estable.

3. El sistema es estable (todas las soluciones del sistema homogéneo estd acotadas).
Demostracion.

= 1 & 2: Tenemos el sistema:

X (t) = R(t,to) Xo + tR(t,T)b(T)dT

to
donde X (t) = vty.a0 (t). Cualquier otra solucion:
¢
X(@t)=R(t,to)Yo+ [ R(t,7)b(r)dT

to

Estudiemos:
Y (t) — X (t) = R(t, to) Yo — R(t,to) Xo = R (t,t0) (Yo — Xo)

que es una soluciéon del sistema homogéneo.
Consideramos una solucién del sistema homogéneo ¢ o (t) = 0.

zZ (t) =R (ta tO) ZO

Z(t) = o (t) = R(t,to) Zo

Que (1) sea estable implica: Ve > 0, existe d > 0 tal quesi ||Yo — Xol|| < 6, entonces || R (¢, to) (Yo — Xo)|| <
e Vt > tg. Por otra parte que (2) sea estable, implica: Ve > 0, existe 6 > 0 tal que ||Zy — 0]] < § =
||R(t,t0) Z|| <e Vt>ty. Tomando Zy = Yy — X probamos la equivalencia.
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m 2 = 3: Ve > 0, existe 0 > 0 tal que ||[Zp||] < § = ||R(t,t0) Zo|| < e Vt > ty. Tomoe >0y
consideramos § > 0. Sea: Zy = 3 (1,0,...,0), entonces ||Z|| = § < 4, de donde:

1
0 0 2e
§R(t,t0) : <€<:>‘|R(tvt0)c011”<? Vit > o
0

Analogamente actuamos con todos los vectores de la base canénica. De esta forma, todas las columnas
estan acotadas en [tg, 00). Por tanto, toda solucion es combinacion lineal de funciones acotadas.

= 3 = 2: Por definicién, tenemos:
X = A(t) X estable < ||R (t,to)|| < M
Por otra parte, también por definicién, tenemos:
X (t) = 0 estable & Ve > 036 > 0,|[Yo — 0] <6 = [|Y (t) = 0] <e Vt >ty
donde Y (t) = R (t,t) Yo. Dado € > 0, tomo § = =2 > 0 y si ||Yp|| < §, entonces:

1Y (8) = 0]] = 1R (£ to) Yol| < n IR (&, )| [[Yoll < ][R (t,0)][ 5 < nM6 =&

O
Teorema 51. Son equivalentes:
1. Una solucion de X = A (t) X +b(t) es asintiticamente estable.
2. La solucion trivial de X = A (t) X es asintoticamente estable.
3. El sistema X = A (t) X es asintdticamente estable.
Demostracion. Ejercicio. O

16.2. Estabilidad de soluciones de equilibrio de sistemas auténomos (no necesaria-
mente escalar)

Consideramos & = f (z) con f: D C R™ — R" continua y localmente lipschitziana.

Definicién 26. Un punto p € D es un punto de equilibrio si la funcién x (¢) = p (constante) es solucion
de la ecuacion diferencial & = f (x).
p es punto de equilibrio si y sélo si f (p) = 0:

dx d
a=w
fla(®) =1 )

Sea & = 7.1, (t) estable. Entones, por definicion: Ve > 0 3§ > 0 tal que |lyo —x0|| < § =
[ Veo,wo (B) = Yeo,wo (B)]] < € VE > tg. Andlogamente, = 4,4, () es asintoticamente estable si es esta-
ble y ademés 3§ > 0 tal que si ||yo — || < 0 entonces th V20,50 (£) — Yeo,20 (t)]| = 0.
—00

p=0

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que es tg = 0 ya que es auténomo.
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’Yto,.ro - 70,1‘0 = Yxq

Si 29 = p es un punto de equilibrio, entonces v, (t) = p constante. Asi p es punto de equilibrio estable si
y so6lo si Ve > 0 30 > 0 tal que ||yo — p|| < J, entonces ||y, (t) — p|| <e.

Ademés, p es punto de equilibrio asintéticamente estable si y solo si V& > 0, p es estable y, ademas,
30 > 0 tal que si ||yo — p|| < I, entonces tliglo l|vyo (1) — p|| < e.

16.2.1. Caso escalar

Dibujamos el diagrama de fases:
———r—

Consideremos todas las posibles combinaciones:
—<—: estable y, ademas, asintéticamente estable

——: inestable
<—<—: inestable

<——: inestable

Si consideramos las funciones & = 2 2 & =2%yi=—23 Unicamente para & = —23 es z = 0

un punto de equilibrio estable.
Por altimo consideremos & = ax:

,T=x

= Siesa > 0, entonces tenemos <—— y x = 0 es un punto de equilibrio inestable.
= Siesa <0, entonces tenemos —< y x = 0 es un punto de equilibrio estable.

= Siesa=0, entonces £ = 0 es un punto de equilibrio estable, pero no asintéticamente estable.

16.2.2. Caso general
= f(z)y f(p)=0.
Y (t,0,90) —p =1 (t,0,90) — ¥ (t,0,p) = Dzy2 (£, 0,p) (yo — p) + 7 (t,90,p) + 7 (t,90,P)

Y sabemos que:
t
i &%) _
vo—p |[yo — pl|
Recordemos la ecuacién variacional: .
{ X =Df(p)a
X(0)=y—p
pues probamos en su dia que:
X = on¢ (t7 to, xO) wo

X=At)X

con A(t) =Dy, f (t,¥ (t,t9,z0)). En nuestro caso
X (ty) = 1w (t) f (&9 (t, 0, 20))

era solucién del problema de valor inicial {

es:

A(t) =Df (% (1)) = Df ()
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Teorema 52. Sea p un punto de equilibrio de & = f (z) con f de clase CW en un abierto de D C R" y
sea A=Df (p).

» Si todos los valores propios de A tienen parte real negativa, entonces el punto de equilibrio p es
asintdticamente estable.

= Si existe un valor de propio de A con parte real positiva, entonces el punto de equilibrio p es inestable.

Demostracion. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que p = 0. Llamemos A = Df (p). Como f
es diferenciable, sabemos que se cumple:

donde se cumple que:

Por algebra lineal, sabemos que dada A € R(™™) | existe un producto escalar (,) tal que (z, Az) < b (z,z)
donde Re (A;) < b para todo \; valor propio de A.
Como Re ();) < 0 para todo valor propio \; de A, tomo a > 0 tal que Re ()\;) < —a y el producto
escalar (,) como se acaba de decir:
(x, Az) < —a(x, )

|{f (x) = Az, 2)| _ |p(z) — Az||z] _ r(x)

0
<$,1’> ’g;|2 ’1“ z—0

donde |v| = /(v,v).

Sea ¢ > 0 tal que o — ¢ > 0. Existe § > 0 tal que |z| < § implica:

(f (z) = Az, z)

(@, 2) <es (f(x),z) < (x,Ax) +e(x,z) <

< —afz,z)y+e(z,z) < —(a—e¢)(x,x)

Sea x (t) una solucion cualquiera con |z (0)| < J, entonces: consideramos:

%(w(t)vw(t» =2(@ (1), (1) =2 (), f(2)) =2(f (x), 2 (1)) < =2c(x(t), (1))

Por la desigualdad de Gronwall, para todo t > 0 se tiene que:
(@ (t),z (1)) < (2 (0),2(0) e
oz (t)] = |z (0)] e~ . De aqui:
= [0,00) C Joz, , es decir, z (t) no sale de la bola cerrada B (0, ).
» z(t) € B(0,6), por lo que p =0 es estable.

» 0< lim |z (¢)] < lim |2 (0)]e”* = 0. Luego p = 0 es asintéticamente estable.
t—r00 t—o0
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Ejemplo 98.
T =—2sinx+cosxy+z—1
§=a%—ycosx + zy
3= —a?+ 3y — 4z

Consideremos p = (0,0, 0).

-2 0 1
A=Jf(0,0,0)0=( 0 -1 0
0 0 -4
Los autovalores son A = —2, —1, —4. Por tanto Re (\) < 0 VA y, por el teorema anterior, la solucion de

equilibrio es asintoticamente estable.

Ejemplo 99.
&= —2sinz +9y% +z
y=a" -y’ +ay

2= by’ +4z
Estudiemos el punto p = (0,0,0).
-2 0 1
A=JF0,0,00=[0 0 0
0 0 4

Obtenemos A = —2,0,4, luego (0,0,0) es inestable.
Ejemplo 100.
=2y — a3 + 22
y=—z—y°
F=ax24y? - 22

Consideremos p = (0,0, 0).

0 2 0
A=Jf(0,0,0)=(-1 0 0
0 0 =2
Obtenemos los valores propios A = —2,v/2i, —/2i. En este caso, €l teorema anterior no nos dice nada.

Si hay valores propios con parte real nula (y el resto con parte real negativa), la aproximacion lineal
no puede decidir sobre la estabilidad. Si recordamos los ejemplos que vimos con dimensién 1, vemos que:

i=2>=Jf(0)=0 <+— = inestable
i=—-2>=Jf(0)=0 —<« = estable

16.2.3. Funciones de Lyapunor V'

Son aquellas que satisfacen:

= V tiene minimo en p

= LV (z(t) <0
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Demostracion de lo que no hemos visto antes (x, Azx) < b (x, z). Consideramos una base de vectores propios

ortonormal (forzamos a que sea ortonormal) de A = <>E)1 )? )
2

T = 101 + TaV2

Az = 21 \1v1 + 229209

(x, Az) = Alx% + )\gzvg < méax (A, \2) (1‘% + x%) = méx (A1, \2) (z, x)

16.3. Diagrama de fases

&= f(x)

con Py Q de clase CV),

(o, y0) — {g : f Eg

tiene solucién tnica por el teorema de existencia y unicidad.

Consideremos f (z,y) = (P (z,v),Q (z,y)) = (&,9) un vector velocidad.
Llamamos 6rbita a:

{(x(t),y(t) ER* € Jy (4040} C R

16.3.1. Ecuacion de las orbitas

{xzﬁ(t)
y=C(t)

dy 9 Q(xy)

dr & P(x,y)

& P(z,y)dy — Q (z,y)dz =0

siempre que z = & (t) sea localmente invertible y % # 0, es decir, P (z,y) # 0.
Igualmente, podemos hallar:

dz & P(z,y)

dy v Q(z,y)

siempre que sea y = ( (t) localmente invertible y @ (x,y) # 0. La ecuacién anterior recibe el nombre de
ecuacion de las orbitas. La solucion implicita F' (z,y) satisface:

& P(z,y)dy — Q(z,y)dz =0

dF (.’E,y) = :LL[P (l‘ay) dy - Q(w,y) dCC]
F(z,y)=c

que son orbitas contenidas en conjuntos de nivel de F'. La funcién potencial recibe el nombre de constante
del movimiento o integral primera.
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Ejemplo 101.
{a’; =2 —a® -1
y=2x(y—1)

Queremos hallar las 6rbitas:
(2y—:ﬂ2—1)dy—2x(y—1)dx:0

Se puede comprobar que la anterior es exacta:

oP _9Q _

oy O

Resolvemos por inspeccién visual:
Fzy) =y’ —y+2’>—2’y=ce (y—1)(y—2%) =c

Si dos 6rbitas «se cortany», entonces alli hay un punto de equilibrio.
16.3.2. Orbitas de un sistema lineal (en el plano)
r\ _ [a b\ [z
y) \c d)\y
——
=A
()-()
Y Yo
es la solucidon general. Sea v un vector propio asociado al valor propio A € R:

T
< > = ety = My
Y

Suponiendo que la matriz A tiene subespacios todos de dimensiéon 1. Entonces el diagrama de fases queda
como un conjunto de rectas, representando cada recta tres érbitas.

Sabemos que:

= A diagonalizable, A,y € Rcon A >0y u < 0.

() =)
() -6 6= 1=

dz dy dz dy
pe =2 e oY =y
T Y AT Y

Como es 4 < 0y A > 0, obtenemos:
c

|y| = |x’a

con a € R.
Podemos hallar esto mismo resolviendo directamente la ecuacién de las orbitas:

{:c = M7

7 = ey,
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T 1
— Mo —In|—|=t
i) A i)
; z |4
_ Lp|lz| | T
y=e* 1m0y, =7y|—| =C—%
i) €T X

donde —% >0 yaque <0y A>0. Esto es un punto silla.

A diagonalizable con A > 0y u > 0. .
y=Clzfr

nodo inestable.

A diagonalizable con A < 0 y u < 0. Entonces el nodo es estable.

A no diagonalizable con A > 0. Nodo impropio inestable.

A no diagonalizable y A < 0. Nodo impropio estable.

A diagonalizable con valores propios complejos: A = o+ i con § # 0.
(5)-( 0 6)

y) \-8 0)\y

T\ [ cosBt sinft\ (xo

y)  \—sinpt cospBt) \yo
()= (5 ) 0)

y) \-B a)\y

t 0 B

(1:) — eate /6 0 (5170) _

y Yo

_ at [ cospt  sinft\ [z
— ¢ \—sin Bt cosft) \yo

Tenemos un foco espiral inestable si & > 0 y un foco inestable si o < 0.

e =20

e a#0:

Ejemplo 102.
{x' =x+2y
y=-x-y

(_11 _21> —+ 524+ 1 =0 = Jcentro

1
§x2+xy+y2:c
1

0 (1) ()=

Los ejes son los vectores propios.
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16.3.3. Puntos de equilibro para sistemas no lineales.

Ejemplo 103.

{jc:2y—3:2—1
y=2x(y—1)

Los puntos de equilibrio son:

N |

r=0y=
y=1,2x==+1

= (g %)

siendo A =2 y 4 = —2, que es un punto de silla.

(L1 = (‘02 3)

con A =—2y i =2 que, de nuevo es una silla.
Teorema 53. Sea f: D CR? — R? con f = (P,Q) de clase CW y sea p punto de equilibrio.

n i el sistema linealizado en p es un punto silla, el diagrama de fases del lineal al del no lineal cerca
de p. Existen dos curvas (uniones de orbitas) que cruzan el punto de equilibrio, que reciben el nombre
de separatrices (o curvas o variedades estable y inestable).

x Si fes C? y el diagrama del linealizado es un nodo o un foco, entonces también se parecen.

= 51 el diagrama de fases del sistema linealizado es un centro, el diagrama del sistema no lineal cerca
de p puede ser un foco, un centro o un centro-foco.

e Si la ecuacion de las drbitas es exacta, o existe un factor integrante que estd definido y no se
anula en p, entonces el diagrama de fases del no lineal cerca de p es un centro.

e Lo mismo ocurre si existe una constante del movimiento que sea C®) cerca de p.

o Si existe una simetria (reflexion en una recta que pasa por el punto de equilibrio de manera que
el diagrama se queda igual) entonces es un centro.

16.4. Determinacién de nulclinas e isoclinas

Tenemos el sistema de ecuaciones diferenciales:

{iZP@w)
QIQ(ZC,y)

» Nulclinas horizontales: el campo (P, Q) es horizontal, es decir, se da @ (x,y) = 0.
» Nulclinas verticales: el campo (P, Q) es vertical, es decir, se da P (z,y) = 0.
» Isoclinas: el campo (P, Q) satisface P = Q.

Ejemplo 104.
{$:2y—x2—1
y=2x(y—1)
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s Nulclinas horizontales:
2e(y—1)=0

Tenemos varias soluciones: x =0, y = 1.

= Nuclinas verticales:
1+ 22

2y -2 —1=0&y= 5

Ejemplo 105.
{:’c =22 —9> -1
y=uxy
Puntos de equilibrio:

22 —y?—-1=0
{ 2y =0 < (y=0,z = =+1)

B 2z -2y ~ (2"
Jf(1,0) = [(y x >:|(ac,y)(170) B <0 1>

1f (-1,0) = (‘02 _01>

zy=0&zz=0VvVy=0

= nulclinas horizontales:

= nulclinas verticales:
-y —1=02—y* =1

Ejemplo 106.
Z+sinz =0

T=1y
y=—sinx

(#,9) = (0,0) & (,y) = (n7,0)

Jf (z,y) = ( ; 1)

—cosz O

Jf(0,0) = (_01 é) < A\ = +i = centro

Jf(0,m) = <(1) é) +—— A= =+1 = silla

Los vectores propios de esta tultima matriz son:

0 ()

1
ydy + sinzdx = d <2y2 + (1 — cos 1’))

Es decir, la ecuacién de las o6rbitas es exacta. Por tanto el centro del lineal es centro del no lineal.
Por otra parte, las nuclinas horizontales son sinx = 0 < x = nw y las verticales y = 0.
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16.5. Simetrias (reflexion sobre una recta)

Si tenemos simetria del eje Y
{ P(_xay) = P(.T,y)
Q(—z,y) = —Q(z,y)

Si tenemos simetria respecto del eje X:

Ejemplo 107.

{jc =1—22— y2
y=xy
([ —2x 2y
Los puntos de equilibrio son (0,1),(0,—1),(1,0),(—1,0). Los jacobianos correspondientes son:
0 -2 . 0 2 . -2 0 2 0
Q O)H%A—ﬂVZCJ()%%A—iW@<O J,Q _J
Y, respectivamente, se corresponden con un centro, otro centro, una silla y otra silla.

Para ver si los centros del lineal son centros del no lineal, debemos buscar simetrias. Para poder
buscarlas hacemos un cambio de variable para centrar los puntos de equilibrio:

8|

=x—0

y=y—1
T=i=1-2"—y’=1-T - F+1)’=- -5 -2

Z es par en Ty ¥ es impar en Z. Por tanto, hay simetria respecto al eje Yy, por consiguiente, el centro
del lineal también sera centro del no lineal.
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